
Estruturas AlgébriasPaulo J. AlmeidaEnide Martins
Departamento de Matemátia da Universidade de Aveiro



2



Conteúdo
1 Preliminares 11.1 Conjuntos e subonjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Relações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2.1 Classi�ação da Relações Binárias: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2.2 Relações de equivalênia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2.3 Partições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2.4 Classes de Equivalênia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.2.5 Conjunto oiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2.6 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.3 Funções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.1 Relação de Equivalênia Assoiada a uma Função . . . . . . . . . . . . 141.3.2 Deomposição Canónia de uma Função . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.3.3 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.4 Coneitos Básios de Estruturas Algébrias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.4.1 Operações Internas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.4.2 Operações Externas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.4.3 Estruturas e Subestruturas Algébrias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.4.4 Grupóides, Semigrupos e Monóides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221.4.5 Homomor�smo de Grupóides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.4.6 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262 Tópios sobre Teoria de Grupos 292.1 Propriedades Elementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.1.1 Grupos Finitos e Tabelas de Entradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.1.2 Propriedade Assoiativa Generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35i



ii CONTEÚDO2.1.3 Potênias num Grupo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.1.4 Conjugado e Comutador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382.1.5 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.2 Subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.2.1 Caraterização de Subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442.2.2 Interseção e União de Subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.2.3 Subgrupo Gerado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.2.4 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502.3 Classes Laterais e Teorema de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 522.3.1 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.4 Subgrupos Normais. De�nição e Caraterização . . . . . . . . . . . . . . . . . 602.4.1 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.5 Homomor�smo de Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.5.1 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662.6 Grupos Coiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 672.6.1 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 682.7 Teorema Fundamental do Homomor�smo de Grupos . . . . . . . . . . . . . . 692.7.1 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 742.8 Grupos Cílios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 762.8.1 Propriedades da Ordem de um Elemento . . . . . . . . . . . . . . . . . 782.8.2 Caraterização dos Subgrupos dos Grupos Cílios Finitos . . . . . . . 812.8.3 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 842.9 O Grupo Simétrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 862.9.1 Produto de Permutações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 872.9.2 Classe de Permutações Comutáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 882.9.3 Deomposição de uma permutação num produto de ilos . . . . . . . 892.9.4 Permutações Conjugadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 922.9.5 Regra Prátia para o Cálulo de uma Permutação Conjugada . . . . . 932.9.6 Transposições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 932.9.7 Paridade de uma Permutação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 952.9.8 Teorema de Cayley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 972.9.9 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99



CONTEÚDO iii3 Tópios sobre Teoria de Anéis 1033.1 Anéis e Homomor�smos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033.1.1 Coneitos Elementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033.1.2 Divisores de Zero num Anel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1063.1.3 Subanéis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1083.1.4 Homomor�smos de Anéis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1083.1.5 Núleo de um homomor�smo de anéis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1103.1.6 Anel Coiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1113.1.7 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1123.2 Ideais de um Anel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1133.2.1 Teorema Fundamental do Homomor�smo . . . . . . . . . . . . . . . . 1153.2.2 Ideal Gerado por um Conjunto. Ideal Prinipal . . . . . . . . . . . . . 1193.2.3 Estrutura de um Ideal Prinipal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1193.2.4 Ideais Primos e Ideais Maximais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1213.2.5 Exeríios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243.3 Anel de Polinómios sobre Anéis Comutativos om Identidade . . . . . . . . . 1263.3.1 Divisibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1303.4 Domínios de Ideais Prinipais e Domínios de Fatorização únia . . . . . . . . 131



iv CONTEÚDO



Capítulo 1
Preliminares
1.1 Conjuntos e subonjuntosChama-se onjunto a qualquer oleção bem de�nida de objetos, que serão hamados ele-mentos do onjunto. A expressão `bem de�nida' é neessária, porque nem toda a oleção deobjetos pode ser onsiderada um onjunto, devido ao famoso paradoxo de Bertrand Russell:Paradoxo: Seja A a oleção de todos os onjuntos que não são elementos de si próprios.Suponhamos que A é um onjunto. Se A for elemento de A então por de�nição do onjunto
A, obtém-se que A não é elemento de si próprio. Se A não é elemento de si próprio, entãopor de�nição do onjunto A tem-se que A é elemento de si próprio. Portanto, A não podeser um onjunto. �Os onjuntos serão representados por letras grandes e os seus elementos por letras peque-nas. A notação

a ∈ Asigni�a que a é elemento de A (ou a pertene a A), A negação de a ∈ A é denotada por
a 6∈ A. Conjuntos podem ser de�nidos esrevendo os seus elementos entre havetas, omo porexemplo, {1, 7, 11} ou através de uma desrição formal dos seus elementos, da forma

A = {a | a tem a propriedade P},i. e., o onjunto A é formado pelos elementos que veri�am uma erta propriedade P .Chama-se ardinal de A ao número de elementos do onjunto A e este número é denotadopor |A|. 1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESDados dois onjuntos A e B, se qualquer elemento de A pertener a B, esrevemos A ⊆ Be dizemos que A é um subonjunto de B ou que A está ontido em B. Se A ⊆ B e B ⊆ Aentão dizemos que A é igual a B e esrevemos A = B.A um onjunto om zero elementos hamamos onjunto vazio. Claramente, um onjuntovazio é subonjunto de qualquer outro onjunto, e portanto, atendendo à de�nição de igual-dade de onjuntos, há um únio onjunto vazio, que denotamos por ∅ (ou por {}).Alguns outros onjuntos também têm uma notação �xa, omo por exemplo
N, Z, Q, R, C e H,que representam, respetivamente, os onjuntos formados por números naturais 1, 2, 3, . . . ,por inteiros, por raionais, por reais, por omplexos e por quaterniões.Podemos obter novos onjuntos a partir de onjuntos dados utilizando operações em on-juntos. Vejamos algumas destas operações. Sejam A e B onjuntos, então

• a união de A e B é o onjunto formado pelos elementos que pertenem a A ou a B(podendo pertener a ambos). Denotamos este onjunto por A ∪B. Assim,
A ∪B = {x |x ∈ A ou x ∈ B};

• a interseção de A e B é o onjunto formado pelos elementos que pertenem a A e a B,simultaneamente. Denotamos este onjunto por A ∩B. Assim,
A ∩B = {x |x ∈ A e x ∈ B};

• a diferença entre A e B (ou omplemento relativo de B em A) é o onjunto formadopelos elementos que pertenem a A e não pertenem a B. Denotamos este onjunto por
A \B. Assim,

A \B = {x |x ∈ A e x 6∈ B};

• a união disjunta entre A e B é o onjunto formado pelos elementos que estão em um eum só dos onjuntos A ou B. Denotamos este onjunto por A⊕B. Note-se que
A⊕B = A ∪B \ A ∩B.Dois onjuntos A e B tais que A ∩B = ∅ dizem-se disjuntos.



1.1. CONJUNTOS E SUBCONJUNTOS 3De�ne-se também união e interseção de oleção arbitrária de onjuntos {Ai | i ∈ I},indexados num onjunto I, que denotamos por
⋃

i∈I

Ai = {x |x ∈ Ai, para algum i ∈ I} e ⋂

i∈I

Ai = {x |x ∈ Ai, para qualquer i ∈ I}.Em seguida, vamos listar as propriedades fundamentais da união, interseção e diferençade onjuntos, uja demonstração �a omo exeríio.Proposição 1.1.1. Sejam A,B e C onjuntos e onsidere-se a oleção {Bi | i ∈ I}. Sãoválidas as seguintes a�rmações:(i) A ∪B = B ∪A e A ∩B = B ∩A;(ii) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);(iii) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);(iv) A ∪A = A = A ∩A;(v) A ∪ ∅ = A e A ∩ ∅ = ∅;(vi)
A \

(

⋃

i∈I

Bi

)

=
⋂

i∈I

(A \Bi)e
A \

(

⋂

i∈I

Bi

)

=
⋃

i∈I

(A \Bi) .Dada uma oleção �nita de onjuntos A1, A2, . . . , An, hamamos n-uplo a uma sequêniade elementos a1, a2, . . . , an tais que ai ∈ Ai, para ada i ∈ {1, 2, . . . , n} e denota-mo-lo por
(a1, a2, . . . , an). O onjunto de todos os n-uplos é denotado por

A1 ×A2 × · · · ×Ane é denominado por produto artesiano dos onjuntos A1, A2, . . . , An.Dado um onjunto A, hama-se partes de A ao onjunto formado por todos os subonjuntosde A, inluindo o onjunto vazio e o próprio onjunto A. Denota-se este onjunto por P (A).



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.2 RelaçõesNo que se segue E e F são dois onjuntos não vazios.De�nição 1.2.1. Chama-se relação de E para F a todo o subonjunto do produto artesiano
E × F .De�nição 1.2.2. Chama-se relação binária (ou simplesmente relação) de�nida em E a todoo subonjunto do produto artesiano de E × E.Usualmente E2 signi�a E × E, E3 signi�a E × E × E (onjunto dos ternos ordenadosde elementos de E). Mais geralmente En signi�a o onjunto dos n−uplos ordenados de E.Assim, hama-se relação n−ária sobre E a qualquer subonjunto de En, onde n é um inteiropositivo.Se R é uma relação binária de�nida em E, em termos de notação esreve-se

(a, b) ∈ R ou aR b,para designar que (x, y) é um elemento de R. Se (x, y) não é um elemento de R esreve-se
(a, b) /∈ R ou a�Rb.Exemplo 1.2.3. Considere-se o onjunto X = {1, 2, 3}. O onjunto R = {(1, 1), (2, 3), (3, 2)}é uma relação binária de�nida em X pois é um subonjunto de X ×X.Mais, (1, 1) ∈ R mas o par (2, 2) /∈ R.Exemplo 1.2.4. Sejam X = {1, 2, 3, 4} e R = {(x, y) ∈ X ×X : x+ y ≤ 5}. Tem-se

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (4, 1)} ⊆ X ×X.Então R é uma relação binária de�nida em X.1.2.1 Classi�ação da Relações Binárias:Seja E um onjunto e R uma relação binária de�nida em E. Diz-se que R é uma relação:1. Re�exiva se para todo x ∈ E, tem-se xRx;2. Simétria se para quaisquer x, y ∈ E que veri�quem xR y tem-se y Rx;3. Transitiva se para quaisquer x, y, z ∈ E que veri�quem xR y e y R z tem-se xR z;



1.2. RELAÇÕES 54. Anti-simétria se para quaisquer x, y ∈ E, que veri�quem xR y e y Rx, tem-se x = y;5. Triotómia se para quaisquer x, y ∈ E, tem-se xR y ou y Rx, ou x = y.De�nição 1.2.5 (Relação de equivalênia). Diz-se que R é uma relação de equivalênia se
R é re�exiva, simétria e transitiva.De�nição 1.2.6 (Relação de ordem). Diz-se que R é uma relação de ordem se R é re�exiva,anti-simétria e transitiva.1.2.2 Relações de equivalêniaExemplo 1.2.7. Seja B = {a, b, c, d} e

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (b, a), (c, d), (d, c)}.A relação R é uma relação de equivalênia.Exemplo 1.2.8. Sejam P o onjunto de todas as pessoas e D a relação "ter o mesmo paique". A relação D é uma relação de equivalênia.Exemplo 1.2.9. Seja Z o onjunto dos inteiros. De�na-se ∼ em Z por x ∼ y se e só se
x− y é par. A relação ∼ é uma relação de equivalênia.Exemplo 1.2.10. (Congruênia módulo p) Sejam h, k ∈ Z e n ∈ Z+. Diz-se que h éongruente om k módulo n se e só se h−k é divisível por n, ou seja, h−k = sn, para algum
s ∈ Z, e esreve-se h ≡ k mod n (ou h ≡ k( mod n)). De forma equivalente também seesreve h ≡ k mod n, se e só se os restos das divisões de h e k por n são iguais. A relaçãoanterior é uma relação de equivalênia.De fato, h − h = 0 = 0 × n, então h ≡ h mod n para qualquer h ∈ Z; Assim a relaçãoanterior é re�exiva.Sejam h, k ∈ Z tais que h ≡ k mod n. Então, existe α ∈ Z tal que h − k = αn. Masentão,

k − h = (−α)n.Como −α ∈ Z então k ≡ h mod n e a relação anterior é simétria.Sejam agora h, k,w ∈ Z tais que
h ≡ k mod n e k ≡ w mod n.



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESEntão, existem α1 ∈ Z, α2 ∈ Z tais que
h− k = α1n e k − w = α2n.Consequentemente,

(h− k) + (k − w) = α1n+ α2n.Donde,
h− w = (α1 + α2)n.Como α1 + α2 ∈ Z, então a relação anterior é transitiva.Exemplo 1.2.11. Pretende-se mostrar que se x ≡ x′ mod n e y ≡ y′ mod n então

x+ y ≡ x′ + y′ mod n.Por hipótese x ≡ x′ mod n e y ≡ y′ mod n ou seja
x− x′ = θ1n, om θ1 ∈ Z,

y − y′ = θ2n, om θ2 ∈ Z.Pretendemos provar que então (x+ y)− (x′ + y′) = θ3n, om θ3 ∈ Z. Ora
(x+ y)− (x′ + y′) = x− x′ + y − y′ = θ1n+ θ2n = (θ1 + θ2)n = θ3n,om θ3 = θ1 + θ2 ∈ Z.Apresenta-se de seguida um exemplo duma relação binária que não é relação de equiva-lênia.Exemplo 1.2.12. Em Z a relação binária de�nida por

nRm se e só se nm ≥ 0,não é uma relação de equivalênia. De fato R é re�exiva, pois para todo a ∈ Z, tem-se aR auma vez que a2 ≥ 0. Também é simétria: Se aR b, então ab ≥ 0, e, portanto, ba ≥ 0,pois em Z a multipliação é omutativa. Assim bR a. No entanto, R não é transitiva, porexemplo, −3R 0 e 0R 5 mas −3 não está relaionado om 5.Exeríio 1.2.13. Mostre que, em Z \ {0} a relação binária de�nida por
nRm se e só se nm > 0,é uma relação de equivalênia.



1.2. RELAÇÕES 7Exeríio 1.2.14. Seja E um onjunto não vazio. Prove que, se R é uma relação bináriade�nida em E tal que1. aR a, ∀a ∈ E;2. para quaisquer a, b, c ∈ E que veri�quem aR b e bR c tem-se cR a.então R é uma relação de equivalênia.Solução: De 1. resulta que R é re�exiva. Prove-se que R é simétria, ou seja,
∀a, b ∈ E, aR b⇒ bR a.Sejam então a, b ∈ E tais que aR b. Por 1. tem-se que bR b.Assim, de aR b e bR b resulta bR a, por 2..Prove-se agora a transitividade: Sejam a, b, c ∈ E tais que aR b e bR c. Por 2. temos

cR a. Como se provou que R é simétria resulta que aR c.Portanto, R é uma relação de equivalênia. �

1.2.3 PartiçõesUma partição dum onjunto E é uma deomposição de E em subonjuntos não vazios taisque todo o elemento de E pertene a um e um só desses subonjuntos. A ada um dessessubonjuntos hamamos elementos da partição. Apresenta-se a de�nição formal.De�nição 1.2.15 (Partição de um onjunto). Uma partição de E é uma oleção P desubonjuntos de E, P = (Pi)i∈I , indiiados num onjunto I não vazio, tais que1. Para qualquer i ∈ I, tem-se Pi 6= ∅;2. Todo o elemento de E pertene a um e um só Pi, om i ∈ I.Note-se que os elementos duma partição de um onjunto E são disjuntos dois a dois.Exemplo 1.2.16. Seja E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Uma partição de E é formada pelos subonjuntos
{1, 6}, {3} e {2, 4, 5}. Os subonjuntos {1, 2, 3, 4} e {4, 5, 6} não onstituem uma partição de
E uma vez que o elemento 4 pertene aos dois subonjuntos. Os subonjuntos {1, 2, 3} e
{5, 6} não onstituem uma partição de E uma vez que o elemento 4 não pertene a nenhumsubonjunto.



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESProposição 1.2.17. Sejam E e I onjuntos não vazios e (Pi)i∈I subonjuntos de E. Então
(Pi)i∈I formam um partição de E se e só se as seguintes ondições forem válidas1. Para qualquer i ∈ I, Pi 6= ∅;2. E =

⋃

i∈I

Pi;3. Pi ∩ Pj = ∅ para quaisquer i, j ∈ I, om i 6= j.Demonstração. Exeríio.Exemplo 1.2.18. Sejam r ∈ R e Tr = {x ∈ R : x2 = r}. Então o onjunto:
T = {Tr : r ∈ R e r ≥ 0}é uma partição de R.1.2.4 Classes de EquivalêniaSeja agora R uma relação de equivalênia de�nida em E. A relação R determina uma partiçãonatural em E, onde os elementos da partição são dados por
a = {x ∈ E |xRa}. (1.1)Note-se que a simetria de R permite esrever a = {x ∈ E | aRx}. Em termos de notaçãotambém se usa [a]R ou simplesmente [a].De�nição 1.2.19. Ao onjunto (1.1) hama-se lasse de equivalênia relativa a a.Exemplo 1.2.20. No exemplo 1.2.7 tem-se

a = {a, b}, b = {a, b}, c = {c, d}, d = {c, d}.Então a relação R referida partiiona o onjunto B em duas lasses:
a = b = {a, b}, c = d = {c, d}.Exemplo 1.2.21. Considere-se R a relação paralelismo no onjunto das retas do plano. Estarelação binária é uma relação de equivalênia. As lasses de equivalênia são os onjuntosdas retas paralelas entre si. A ada uma destas lasses hama-se direção do plano.



1.2. RELAÇÕES 9Exemplo 1.2.22. Seja n ∈ Z+. A relação de ongruênia módulo n, determina em Z umapartição em lasses de equivalênia denotadas por 0, 1, . . . , n − 1, onde ada i, i ∈ {0, 1, . . . , n−
1} é o onjunto dos inteiros da forma kn + i, i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, ou seja, o onjunto dosinteiros ujo resto na divisão por n dá i. Por vezes usa-se a notação 0, 1, . . . , n − 1, pararepresentar as lasses 0, 1, . . . , n− 1, respetivamente. Cada lasse de equivalênia para arelação de ongruênia módulo n hama-se lasse residual módulo n.De fato, para todo i ∈ Z, denote-se por i+ nZ o onjunto

i+ nZ = {i+ kn : k ∈ Z}.é fáil ver que, dados i, i⋆ ∈ Z

i ≡ i⋆ mod n⇔ i⋆ ∈ i+ nZ,pelo que
i = i+ nZ = {. . . ,−2n+ i,−n+ i, i, i + n, 2n+ i, . . . }.1.2.5 Conjunto oienteDe�nição 1.2.23 (Conjunto oiente). Ao onjunto de todas as lasses de equivalênia de-terminadas em E pela relação de equivalênia R hama-se onjunto oiente e denota-se por

E/R, ou seja,
E/R = {a, a ∈ E}.O onjunto de todas as lasses de equivalênia determinadas em Z pela relação de on-gruênia módulo n é {0, 1, . . . , n− 1}.Exemplo 1.2.24. O onjunto oiente determinado no onjunto das retas do plano para arelação paralelismo é o onjunto de todas as direções.Proposição 1.2.25. Sejam x, y ∈ E, então x = y se e só se xR y.Demonstração. Exeríio.Proposição 1.2.26. Sejam x, y ∈ E, então x = y ou x ∩ y = ∅.Demonstração. Exeríio.Provar-se-á na proposição enuniada em seguida que o onjunto oiente é de fato, apartição determinada em E por R.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESProposição 1.2.27. Seja R uma relação de equivalênia de�nida em E. O onjunto oiente
E/R é a partição determinada em E por R.Demonstração. Note-se que x ∈ x pois R é re�exiva pelo que x 6= ∅. Seguidamente mostre-seque x ∩ y = ∅ se x 6= y. Por redução ao absurdo suponha-se que existe z ∈ x ∩ y. Então, porde�nição de interseção de onjuntos tem-se

z ∈ x e z ∈ y.Por de�nição de x e y, vem
z Rx e z R y,mas, R é simétria logo,
xR z e z R y.Donde, pela transitividade de R,

xR y.Pela Proposição 1.2.25, tem-se
x = y,o que é absurdo. Assim,

x ∩ y = ∅.Prove-se agora que ⋃
x∈E

x = E.Claramente ⋃
x∈E

x ⊆ E. De fato, se y ∈
⋃

x∈E

x então existe z ∈ E tal que y ∈ z. Mas porde�nição de z, tem-se y ∈ E.Prove-se agora a inlusão ontrária, ou seja E ⊆
⋃

x∈E

x.Seja y ∈ E. Como R é re�exiva, y R y, ou seja y ∈ y. Assim, y ∈
⋃

x∈E

x, donde se onluique E ⊆
⋃

x∈E

x.Das duas inlusões resulta que
⋃

x∈E

x = E.Reiproamente, dada uma partição P = {Pi , i ∈ I} de E podemos assoiar-lhe umarelação de equivalênia R, tal que as lasses de equivalênia da relação sejam exatamente oselementos Pi de P, a saber:Para todos a, b ∈ E, diz-se que aR b se e só se existe i ∈ I tal que a, b ∈ Pi.



1.2. RELAÇÕES 11Proposição 1.2.28. A relação R de�nida atrás é uma relação de equivalênia sobre E. Mais,
P = E/R.Demonstração. Seja a ∈ E. Como ⋃

i∈I

Pi = E, então existe i ∈ I tal que a ∈ Pi, donde aR a.Portanto R é re�exiva. A simetria é imediata.Sejam agora x, y, z ∈ E tais que xR y e y R z. Então existem i ∈ I e j ∈ I tais que
x, y ∈ Pi e y, z ∈ Pj . Como y ∈ Pi ∩ Pj , então Pi ∩ Pj 6= ∅ pelo que i = j. Logo x, z ∈ Pi eonsequentemente xR z. Portanto R é transitiva. Logo R é relação de equivalênia.Prove-se agora que P = E/R. Seja [a]R ∈ E/R. Como a ∈ E, então existe i ∈ I tal que
a ∈ Pi. Mostre-se que [a]R = Pi. Se b ∈ [a]R então aR b. Como {Pj , j ∈ I} é uma partiçãode E e a ∈ Pi, então b ∈ Pi. Logo [a]R ⊆ Pi.Reiproamente, se c ∈ Pi, então cR a e onsequentemente, c ∈ [a]R. Portanto, [a]R = Pie [a]R ∈ P. Donde E/R ⊆ P.Mostre-se agora que P ⊆ E/R. Seja Pi ∈ P. Porque Pi 6= ∅, seja a ∈ Pi. Como já se viu,
[a]R = Pi, donde Pi ∈ E/R. Logo P ⊆ E/R e onsequentemente, P = E/R.De�nição 1.2.29. A função

π : E → E/R

x → x
, (1.2)é hamada projeção anónia de E sobre E/R (ou projeção anónia assoiada à relação

R).Exemplo 1.2.30. Seja R a relação de paralelismo de�nido no onjunto das retas do plano.Observou-se anteriormente que R é uma relação de equivalênia neste onjunto. A projeçãoanónia assoia a ada reta do plano a sua direção, ou seja, a lasse das retas que lhe sãoparalelas.é fáil provar que a função de�nida anteriormente é sobrejetiva.1.2.6 Exeríios1. Em ada uma das alíneas seguintes averigue se a relação binária indiada é uma relaçãode equivalênia. Em aso a�rmativo determine o onjunto oiente.1.1. R = {(1, 2), (2, 3), (3, 2)}, no onjunto {1, 2, 3}.1.2. fRg se e só se f(0) = g(0), ∀f, g ∈ F(R), onde F(R) designa o onjunto dasfunções reais de variável real.



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.3. (x, y)R(z, t) se e só se xt = yz, ∀(x, y), (z, t) ∈ Z× Z \ {0}.1.4. aRb se e só se a+ b é par, ∀a, b ∈ N.1.5. aRb se e só se a
b
∈ Q, ∀a, b ∈ R \ {0}.1.6. (a, b)R(c, d) se e só se a2 + b2 = c2 + d2, ∀(a, b), (c, d) ∈ R2.1.7. nRm se e só se nm ≥ 0, ∀n,m ∈ Z.1.8. nRm se e só se nm > 0, ∀n,m ∈ Z.1.9. xRy se e só se x ≥ y, ∀x, y ∈ R.1.10. xRy se e só se |x| = |y|, ∀x, y ∈ R.1.11. xRy se e só se |x− y| ≤ 3, ∀x, y ∈ R.2. Seja E = {α, β, γ}.2.1. Indique todos os onjuntos oiente distintos que podem de�nir-se em E.2.2. Dê um exemplo duma relação binária de�nida em E que seja:i. anti-simétria e simétria;ii. re�exiva, transitiva e anti-simétria;iii. relação de equivalênia.3. Seja A = {Ar | r ∈ R} onde Ar = {(x, y) ∈ R2 | y = 2x + r}, uma família desubonjuntos de R2. Prove que A é uma partição de R2 e desreva-a geometriamente.Indique também a relação de equivalênia orrespondente.4. Sejam R uma relação de equivalênia sobre E e S uma relação de equivalênia sobre F ,onde E e F são dois onjuntos não vazios. Em E × F de�ne-se uma relação binária πdo modo seguinte:
(x, y)π(x′, y′) se e só se xRx′ e ySy′.4.1. Prove que π é uma relação de equivalênia em E × F .4.2. Determine (E × F )/π e prove que existe uma bijeção entre este onjunto e oonjunto (E/R)× (F/S).5. Seja p um número inteiro maior ou igual a 1. Considere a relação R de�nida em Z por
xRy sse p divide x− y, ∀x, y ∈ Z.A R hama-se ongruênia módulo p e esreve-se x ≡ y (mod p) em vez de xRy.



1.2. RELAÇÕES 135.1. Mostre que p divide x− y se e só se a divisão de x e y por p dá o mesmo resto.5.2. Veri�que que R é uma relação de equivalênia sobre Z.5.3. Determine o onjunto oiente de Z sobre R, onde:5.3.1. R é a relação de ongruênia módulo 3;5.3.2. R é a relação de ongruênia módulo 5.6. Sejam R1 e R2 relações binárias de�nidas num onjunto não vazio E. Em E de�ne-sea relação binária U (designada por reunião de R1 om R2) do modo seguinte:
xUy se e só se xR1y ou xR2y, para todos x, y ∈ E.Indique, justi�ando, se as a�rmações seguintes são verdadeiras ou falsas:6.1. Se R1 e R2 são re�exivas, então U é re�exiva.6.2. Se R1 e R2 são simétrias, então U é simétria.6.3. Se R1 e R2 são relações de equivalênia, então U é relação de equivalênia.7. Sejam R1 e R2 relações binárias de�nidas num onjunto não vazio E. Chamamosinterseção de R1 om R2 e denota-se por R1 ∩R2 à relação binária de�nida em E domodo seguinte:

x(R1 ∩R2)y se e só se xR1y e xR2y, para todos x, y ∈ E.Chamamos reíproa de R1 e representa-se por R−1
1 à relação binária de�nida em Epor:

xR−1
1 y se e só se yR1x, para todos x, y ∈ E.Chamamos relação identidade em E e denota-se por I à relação de�nida por:
xIy se e só se x = y, para todos x, y ∈ E.Mostre que R1 é anti-simétria se e só se R1 ∩R−1

1 ⊆ I.



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.3 FunçõesDe�nição 1.3.1. Sejam A e B onjuntos. Uma função (ou apliação) de A para B, simboli-amente
f : A −→ B,é uma regra que atribui a ada elemento a de A um únio elemento f(a) de B, a que se hamaimagem de a por f . Os elementos de A são hamados objetos. Os onjuntos A e B são odomínio e onjunto de hegada respetivamente.De�nição 1.3.2. Sejam f : A→ B uma função e E ⊆ A e F ⊆ B. Ao onjunto,

f(E) = {f(x), x ∈ E},hama-se onjunto imagem de E em B por f ou apenas imagem de E. Quando A = E, oonjunto f(A) também se denota por ℑf . Ao onjunto
f−1(F ) = {x ∈ A : f(x) ∈ F}hama-se imagem reíproa de F em A.De�nição 1.3.3. Seja f : A −→ B uma função.Diz-se que f é injetiva se f(a) = f(b) impliar a = b, i. e. objetos distintos têm imagensdistintas.Diz-se que f é sobrejetiva se qualquer elemento de B for imagem de algum elemento de

A através de f , i. e. ℑf = B.Diz-se que f é bijetiva se f for injetiva e sobrejetiva.1.3.1 Relação de Equivalênia Assoiada a uma FunçãoSeja f uma função de domínio E. Pode assoiar-se a f uma relação binária, denotada por
Rf do seguinte modo:

xRf y se e só se f(x) = f(y),∀x, y ∈ E.A relação anterior é usualmente onheida por relação de equivalênia assoiada à função
f .Proposição 1.3.4. A relação binária Rf é uma relação de equivalênia.



1.3. FUNÇÕES 15Demonstração. Exeríio.Dada uma relação de equivalênia R de�nida em E pode assoiar-se uma função f dedomínio E tal que a relação de equivalênia assoiada à função f , Rf , oinide om R. Defato, a projeção anónia π assoiada a R preenhe os requisitos anteriores.Proposição 1.3.5. Seja R uma relação de equivalênia de�nida em E. A projeção anónia
π : E → E/R é uma função de�nida em E tal que a relação de equivalênia assoiada a πoinide om R.Demonstração. Considere-se a função π de�nida omo em (1.2). Sejam x, y ∈ E. Tem-se,

xRπy ⇐⇒ π(x) = π(y) por de�nição de Rπ;
⇐⇒ x = y, por de�nição de π;
⇐⇒ xR y, pela Proposição 1.2.25.Assim,
∀x, y ∈ E, xRπ y ⇐⇒ xR you seja, Rπ = R.Ver-se-á em seguida de que forma o onjunto oiente intervém na fatorização dumaqualquer função.1.3.2 Deomposição Canónia de uma FunçãoProposição 1.3.6. Sejam f : E → F uma função e Rf a relação de equivalênia assoiadaa f . Então existe uma função

∼

f : E/Rf → Ftal que f =
∼

f ◦ π.Demonstração. Considere-se o diagrama:
E

f→ F

π ↓ ր
∼

f

E/RfDe�na-se ∼f da seguinte forma:
∼

f : E/Rf → F

x →
∼

f(x) = f(x).



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESProva-se simultaneamente que ∼f está bem de�nida e é injetiva. Sejam x, y ∈ E/Rf taisque
∼

f(x) =
∼

f(y) ⇐⇒ f(x) = f(y), por de�nição de ∼f ;
⇐⇒ xRfy, por de�nição de Rf ;
⇐⇒ x = y, pela Proposição 1.2.25.Finalmente, prova-se que ∼

f permite fatorizar f omo se pretende. Tem-se então, paratodo x ∈ E,
∼

f ◦ π(x) =
∼

f(π(x)), por de�nição de omposição de funções;
=

∼

f(x), por de�nição de π;
= f(x), por de�nição de ∼f .Provou-se assim que

∀x ∈ E,
∼

f ◦ π(x) = f(x),o que equivale a dizer que
∼

f ◦ π = f.Note-se que
∼

f(E/Rf ) = {
∼

f(x), x ∈ E/Rf}, por de�nição de onjunto imagem;
= {f(x), x ∈ E} = f(E), porque E/Rf é uma partição de E;
= f(E).Corolário 1.3.7. Nas ondições da proposição anterior existe uma bijeção entre E/Rf e

f(E).Demonstração. Claramente a função
∼

f : E/Rf → f(E)

x →
∼

f(x) = f(x)é injetiva e sobrejetiva.Corolário 1.3.8. Suponha-se que f : E → F é uma função sobrejetiva. Então existe umabijeção ∼

f tal que
f =

∼

f ◦ π.Demonstração. Resulta imediatamente da proposição e orolário anterior.



1.3. FUNÇÕES 17Considere-se ι : F → F a função identidade em F . Claramente a restrição de ι a f(E),denotada por i, é uma função injetiva. A essa função hama-se imersão anónia.Corolário 1.3.9. Existe uma bijeção g de E/Rf em f(E) tal que f = i ◦ g ◦ π.Demonstração. Considere-se o diagrama:
E

f→ F

π ↓ ↑ i
E/Rf

−→g f(E)Do Corolário 1.3.7, a função
g : E/Rf → f(E)

x → g(x) = f(x)é uma bijeção. Resta provar que
∀x ∈ E, i ◦ g ◦ π(x) = f(x).De fato,

i ◦ g ◦ π(x) = i ◦ g(π(x)), por de�nição de omposição de funções;
= i ◦ g(x), por de�nição de π;
= i(f(x)), por de�nição de g e de omposição de funções;
= f(x), por de�nição de i.1.3.3 Exeríios1. Sejam F(R) o onjunto das funções reais de variável real e D(R) o onjunto das funçõesreais de variável real que são deriváveis. Considere a função d : D(R) → F(R), que aada f ∈ D(R) faz orresponder a sua derivada f ′.1.1. De�na a relação de equivalênia assoiada a d, Rd, e determine o onjunto oiente

D(R)/Rd.1.2. Obtenha a deomposição anónia de d. Prove diretamente as propriedades queenuniar, para ada uma das funções intervenientes na deomposição.2. Seja f : R→ R a função que a ada x ∈ R faz orresponder f(x) = sen x.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES2.1. De�na a relação de equivalênia assoiada a f , Rf , e determine o onjunto oiente
R/Rf .2.2. Indique justi�ando, um subonjunto de R que está em bijeção om R/Rf .3. Sejam E e F dois onjuntos não vazios e f : E → F uma função.3.1. De�na relação de equivalênia assoiada a f , Rf , e veri�que que Rf é, de fato,uma relação de equivalênia. De�na onjunto oiente E/Rf .3.2. Prove que E/Rf está em bijeção om f(E).3.3. Diga o que entende por deomposição anónia de f .3.4. Suponha que E = R, F = R+

0 e f(x) = |x|, para todo x ∈ R. Obtenha adeomposição anónia de f . Justi�que suintamente.1.4 Coneitos Básios de Estruturas Algébrias1.4.1 Operações InternasDe�nição 1.4.1. Chama-se operação binária em E, ou apenas operação em E a toda afunção
⋆ : E × E → E

(u, v) → u ⋆ v
.A uma operação binária também se hama lei de omposição interna ou operação interna.Note-se que dizer que ⋆ é uma operação interna em E signi�a dizer que para todo

(x, y) ∈ E × E existe um e um só z ∈ E tal que
z = x ⋆ y.Diz-se também que E é fehado para a operação.Exemplo 1.4.2. Em R,C, Z,R+,Z+, a adição e multipliação usuais são operações internas.Exemplo 1.4.3. Em R\{0} a adição não uma operação interna. Note-se que 2 + (−2) = 0

/∈ R\{0}.Exemplo 1.4.4. No onjunto M4(C) das matrizes de tipo 4 × 4 om entradas em C, amultipliação de matrizes é uma operação interna.



1.4. CONCEITOS BÁSICOS DE ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 19Exemplo 1.4.5. Seja F o onjunto das funções reais de variável real. A adição de funçõesé uma operação interna em F .Note-se que a adição de funções é uma apliação de�nida da seguinte forma:
+ : F × F → F

(f, g) → f + gonde, para todo x ∈ R, (f + g)(x) = f(x) + g(x). Note-se que aqui o símbolo �+� tem aquidois signi�ados diferentes.Exemplo 1.4.6. Em Z+, ⋆, de�nida por a ⋆ b = min{a, b} é uma operação interna.Exemplo 1.4.7. Em Z+, ⋆, de�nida por a ⋆′ b = a é uma operação interna.Exemplo 1.4.8. Em Z+, ⋆′′ , de�nida por a ⋆′′ b = ( a ⋆ b) + 2, onde ⋆ está de�nida noExemplo 1.4.6 é uma operação interna.Exeríio 1.4.9. Em R onsidere de�nida a operação interna θ do seguinte modo:
xθy = xy − x− y + 2,para todos os x, y ∈ R. Prove que θ é ainda interna em R\{1}. Resposta: Sejam

x, y ∈ R\{1} quaisquer. Vamos provar que
xθy 6= 1.Suponhamos que xθy = 1, isto é, xθy = xy − x− y + 2 = 1. Do anterior tem-se

(x− 1)y = x− 1.Note-se que x 6= 1 e portanto do anterior resulta que y = 1 o que não pode aonteer.Assim,
xθy 6= 1.De�nição 1.4.10. (Operação omutativa) Uma operação binária ⋆ de�nida em E diz-seomutativa se e só se

∀a, b ∈ E, a ⋆ b = b ⋆ a.De�nição 1.4.11. (Operação assoiativa) Uma operação binária ⋆ de�nida em E diz-seassoiativa se e só se
∀a, b, c ∈ E, (a ⋆ b) ⋆ c = a ⋆ (b ⋆ c).



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESExemplo 1.4.12. A adição e multipliação são operações assoiativas e omutativas em Zmas a subtração não é omutativa nem assoiativa nesse onjunto.Exemplo 1.4.13. A omposição de funções reais de variável real é assoiativa mas não éomutativa.1.4.2 Operações ExternasIntroduz-se agora o oneito de Operação Externa. De fato, já foi de�nido este oneito nadisiplina de álgebra Linear e Geometria Analítia e apresentam-se alguns exemplos que nossão familiares.De�nição 1.4.14 (Operação externa om domínio de operadores K). Seja K 6= ∅. Chama-se lei de omposição externa om domínio de operadores K ou simplesmente operação externaom domínio de operadores K a toda a função “•� de�nida da seguinte forma,
• : K × E → E

(k, x) → k • x
.Neste aso, diz-se também que E é fehado para a operação externa om domínio deoperadores K.Exemplo 1.4.15. Se V for o onjunto dos vetores livres do espaço, a multipliação por umesalar real é uma função de R × V em V e portanto é uma lei de omposição externa omdomínio de operadores R.De�nição 1.4.16. (Operação externa de�nida em E) Seja K 6= ∅. Chama-se lei de om-posição externa de�nida em E ou simplesmente operação externa de�nida em E a toda afunção “•� de�nida da seguinte forma,

• : E ×E → K

(x, y) → x • y
.Exemplo 1.4.17. O produto interno é uma função de V × V em R e portanto é uma lei deomposição externa de�nida em V.1.4.3 Estruturas e Subestruturas AlgébriasDe�nição 1.4.18. A todo o onjunto munido de uma ou mais operações internas e/ou ex-ternas hama-se estrutura algébria.



1.4. CONCEITOS BÁSICOS DE ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 21Suponha-se que o onjunto E está munido duma operação interna, ⋆ e uma operaçãoexterna • relativamente a um onjunto K 6= ∅ de operadores. Denote-se esta estruturaalgébria por (E, ⋆, •).De�nição 1.4.19. Uma subestrutura algébria de (E, ⋆, •) é um subonjunto S 6= ∅ de Eque é fehado para as operações ⋆ e • de E, isto é:
∀x, y ∈ S, x ⋆ y ∈ S

∀α ∈ K,∀x ∈ S, α • x ∈ S.Duma forma geral, se (E, ⋆1, ⋆2, . . . , ⋆n, •1, •2, . . . , •m) é uma estrutura algébria onde
⋆1, ⋆2, . . . , ⋆n são n operações internas e •1, •2, . . . , •m são m operações externas, onde n,m ∈
N, de�ne-se subestrutura algébria da estrutura anterior da seguinte forma:De�nição 1.4.20. Uma subestrutura algébria de (E, ⋆1, ⋆2, . . . , ⋆n, •1, •2, . . . , •m) é um sub-onjunto S 6= ∅ de E que é fehado para as operações ⋆1, ⋆2, . . . , ⋆n e •1, •2, . . . , •m de E,isto é, se para todos i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, se tem

∀x, y ∈ S, x ⋆i y ∈ S,

∀α ∈ K,∀x ∈ S, α •j x ∈ S.Sejam P1, P2, . . . , Pl, l ∈ N, propriedades estruturais (propriedades araterizadoras daestrutura) de (E, ⋆1, ⋆2, . . . , ⋆n, •1, •2, . . . , •m). Para que S ⊆ E, e munido om as operaçõesinduzidas pelas operações de E seja uma subestrutura (do mesmo tipo) deE tem que satisfazerigualmente as propriedades estruturais de E.Exemplo 1.4.21. Seja (V,+, •) um espaço vetorial sobre R. O subonjunto não vazio S de
V é um subespaço vetorial de V se, para as operações induzidas pelas operações de V satis�zeras propriedades estruturais de V, ou seja os axiomas de espaço vetorial.Se S é uma subestrutura algébria de E denota-se por S ≺ E. Se além disso S satis�zeras mesmas propriedades estruturais de E diz-se que S é um subestrutura do mesmo tipo de
E e denota-se por S ≤ E.De�nição 1.4.22. Chamam-se propriedades hereditárias a todas as propriedades de umaestrutura algébria válidas em todos os seus subonjuntos não vazios.Exemplo 1.4.23. A omutatividade e assoiatividade da adição de números reais.De�nição 1.4.24. Chamam-se propriedades não hereditárias a todas as propriedades de umaestrutura algébria que não são válidas em todos os seus subonjuntos não vazios.



22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.4.4 Grupóides, Semigrupos e MonóidesDe�nição 1.4.25. Chama-se grupóide a todo o par (E, ⋆) onde ⋆ é uma operação internade�nida em E. Se a operação é omutativa diz-se que o grupóide é omutativo.No que se segue (E, ⋆) é um grupóide.De�nição 1.4.26. (Elemento neutro à direita) Um elemento θ ∈ E diz-se elemento neutroà direita para ⋆ em E (ou em relação a ⋆ em E), se x ⋆ θ = x, para todo x ∈ E.De�nição 1.4.27. (Elemento neutro à esquerda) Um elemento µ ∈ E diz-se elemento neutroà esquerda para ⋆ em E (ou em relação a ⋆ em E), se µ ⋆ x = x, para todo x ∈ E.De�nição 1.4.28. (Elemento neutro) Um elemento e ∈ E diz-se elemento neutro para ⋆ em
E (ou em relação a ⋆ em E), se e ⋆ x = x ⋆ e = x, para todo x ∈ E.Note-se que e é simultaneamente elemento neutro à direita e à esquerda.Exemplo 1.4.29. O elemento 0 é elemento neutro à direita em relação à operação subtraçãoem R mas não é elemento neutro à esquerda. O elemento 1 é o elemento neutro em relaçãoà multipliação em Z.De�nição 1.4.30. (Elemento invertível à direita) Um elemento x ∈ E diz-se invertível àdireita se e só se existe um elemento d ∈ E tal que x ⋆ d = e.De�nição 1.4.31. (Elemento invertível à esquerda) Um elemento x ∈ E diz-se invertível àesquerda se e só se existe um elemento l ∈ E tal que l ⋆ x = e.De�nição 1.4.32. (Inverso de um elemento) Um elemento x′ ∈ E, hama-se inverso de
x ∈ E se x ⋆ x′ = x′ ⋆ x = e.De�nição 1.4.33. Um elemento diz-se invertível se possui inverso únio.Teorema 1.4.34. Dado um grupóide (E, ⋆), se existir elemento neutro este será únio.Demonstração. Suponhamos que e e e1 são dois elementos de E tais que, para todo x ∈ E,

e ⋆ x = x ⋆ e = xe,
e1 ⋆ x = x ⋆ e1 = x.



1.4. CONCEITOS BÁSICOS DE ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 23Considere-se e ⋆ e1. Se e é o elemento neutro de E tem-se e ⋆ e1 = e1. Mas, se e1 é oelemento neutro de E, e ⋆ e1 = e. Assim,
e1 = e ⋆ e1 = e.De�nição 1.4.35. Chama-se semigrupo a todo o grupóide assoiativo, isto é, a operação dogrupóide é assoiativa.De�nição 1.4.36. Chama-se monóide a um semigrupo om elemento neutro.Exemplo 1.4.37. (N, .) é um monóide.Teorema 1.4.38. Seja (E, ⋆) um monóide om elemento neutro e. Se a ∈ E é invertível àdireita e à esquerda, então esses inversos oinidem e a é invertível sendo o seu inverso umdesses elementos.Demonstração. Sejam a′ e a′′ os inversos de a à esquerda e à direita respetivamente.

a′ = a′ ⋆ e = a′ ⋆ (a ⋆ a′′), de�nição de e e a′′;
= (a′ ⋆ a) ⋆ a′′, pela assoiatividade de ⋆ em E;
= e ⋆ a′′ = a′′, por de�nição de e.Teorema 1.4.39. Sejam (E, ⋆) um monóide e a, b ∈ E. Suponha-se que a é invertível.Então as equações lineares a ⋆ x = b e y ⋆ a = b têm solução únia.Demonstração. Primeiro mostrar-se-á que a′⋆b é uma solução de a⋆x = b, onde a′ é o inversode a. Note-se que

a ⋆ (a′ ⋆ b) = (a ⋆ a′) ⋆ b, pela assoiatividade de ⋆ em E;
= e ⋆ b, de�nição de a′;
= b, por de�nição de e.Analogamente se mostra que y = b ⋆ a é uma solução de y ⋆ a = b. Para mostrar auniidade da solução suponha-se que temos duas soluções y1, y2 tais que

y1 ⋆ a = b e y2 ⋆ a = b.Então
y1 ⋆ a = y2 ⋆ a.



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESUma vez que ⋆ é uma operação, a′ é o inverso de a e ⋆ é assoiativa, a igualdade anterioré equivalente a
(y1 ⋆ a) ⋆ a

′ = (y2 ⋆ a) ⋆ a
′.Que, tendo em atenção que a é invertível e, por de�nição de elemento neutro, o anterior éequivalente a

y1 = y2.De�nição 1.4.40. (Canelamento à direita) Seja (E, ⋆) um grupóide. Se,
∀x, y, z ∈ E, x ⋆ z = y ⋆ z ⇒ x = y,diz-se que z é anelável (simpli�ável ou regular) à direita para a operação ⋆.De�nição 1.4.41. (Canelamento à esquerda) Seja (E, ⋆) um grupóide. Se,
∀x, y, z ∈ E, z ⋆ x = z ⋆ y =⇒ x = y,diz-se que z é anelável (simpli�ável ou regular) à esquerda para a operação ⋆.De�nição 1.4.42. (Elemento anelável) Um elemento diz-se anelável (simpli�ável ouregular) para a operação ⋆ se for anelável (simpli�ável ou regular) à direita e à esquerda.De�nição 1.4.43. (Lei do Canelamento) Um grupóide (E, ⋆) goza da lei do anelamentoou lei do orte se todos os seus elementos forem aneláveis.Exemplo 1.4.44. Em (N,+) é válida a lei do orte.Exemplo 1.4.45. Em (R, .) não é válida a lei do orte pois por exemplo, 0 × 2 = 0 × 5 e

2 6= 5.1.4.5 Homomor�smo de GrupóidesDe�nição 1.4.46. Sejam (E, ⋆) e (F, •) dois grupóides. Chama-se homomor�smo de (E, ⋆)para (F, •) a toda a função f : E → F tal que
∀x, y ∈ E, f(x ⋆ y) = f(x) • f(y).Exemplo 1.4.47. Sejam (N,+) e (2N,+) dois grupóides. A função f : N→ 2N tal que paratodo n ∈ N, f(n) = 2n, é um homomor�smo de grupóides.



1.4. CONCEITOS BÁSICOS DE ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 25Teorema 1.4.48. Sejam (E, ⋆), (F, ◦) dois grupóides. Se f : E → F é um homomor�smoentre os dois grupóides então f(E) é fehado para a operação ◦.Demonstração. Sejam a, b ∈ f(E). Por de�nição de f(E), existem u, v ∈ E tais que a = f(u)

, b = f(v). Assim,
a ◦ b = f(u) ◦ f(v) = f(u ⋆ v),porque f é um homomor�smo de grupóides. Note-se que omo (E, ⋆) é um grupóide u⋆v ∈ E.Provou-se assim que
∀a, b ∈ f(E), a ◦ b ∈ f(E).No que se segue E e F são onjuntos não vazios.Teorema 1.4.49. Sejam (E, ⋆), (F, ◦) dois grupóides. Se f : E → F é um homomor�smoentre os dois grupóides então:

(a) Se ⋆ é assoiativa em E, então ⋆ é assoiativa em f(E);

(b) Se ⋆ é omutativa em E, então ⋆ é omutativa em f(E);

(c) Se e é elemento neutro de (E, ⋆) então f(e) é elemento neutro de (f(E), ◦);
(d) Se em (E, ⋆), x′ é o inverso de x, então f(x) é o inverso de f(x′) em (f(E), ◦).Demonstração. Demonstrar-se-á apenas a alínea (c). As demonstrações das alíneas de (a), (b)e (d) serão deixadas omo exeríio.Seja a ∈ f(E) um elemento arbitrário. Por de�nição de f(E), existe um elemento u ∈ Etal que a = f(u). Vai-se provar que

a ◦ f(e) = f(e) ◦ a = a.Tem-se então,
a ◦ f(e) = f(u) ◦ f(e) = f(u ⋆ e) = f(u) = a,uma vez que f é um homomor�smo de grupóides e e é o elemento neutro de (E, ⋆). Analoga-mente se prova que f(e) ◦ a = a, para todo a ∈ f(E).A (f(E), ◦) hama-se imagem homomorfa de E por f .Teorema 1.4.50. A omposição de homomor�smos de grupóides ainda é um homomor�smode grupóides.



26 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESDemonstração. Exeríio.De�nição 1.4.51. Sejam (E, ⋆), (F, ◦) dois grupóides e f : E → F um homomor�smo entreos dois grupóides. Diz-se que f é:1. um monomor�smo se f é injetiva;2. um epimor�smo se f é sobrejetiva;3. um isomor�smo se f é bijetiva;4. um endomor�smo se E = F ;5. um automor�smo se f endomor�smo e isomor�smo.Quando existe um isomor�smo entre os dois grupóides, esreve-se E ≃ F e diz-se que osgrupóides são isomorfos.Suponha-se agora que em E, F estão de�nidas duas operações externas • e ⊙ (relativa-mente a um mesmo onjunto de operadores K 6= ∅ respetivamente).De�nição 1.4.52. Chama-se homomor�smo de E para F (ou de (E, •) para (F,⊙)) a todaa função f : E → F tal que
∀α ∈ K,∀x ∈ E, f(α • x) = α⊙ f(x).1.4.6 Exeríios1. Para ada uma das regras seguintes indique as que são operações internas e as que nãosão.1.1. a ⋆ b =√|ab| em Q;1.2. a ⋆ b = a

b
em Z;1.3. (a, b) ⋆ (c, d) = (a+ c, cb+ d) em R2;1.4. a ⋆ b = raiz da equação x2 − a2b2 = 0 em R;1.5. a ⋆ b = a log b no onjunto {x ∈ R | x > 0};1.6. a ⋆ b = a+ b em N;1.7. ⋆ = subtração no onjunto {x ∈ Z | x ≥ 0}.2. Para as operações ⋆ em R2 das alíneas (a) e (b) de�nidas abaixo, indique se ⋆ veri�a(ou não) as propriedades seguintes:2.1. ⋆ é omutativa;



1.4. CONCEITOS BÁSICOS DE ESTRUTURAS ALGÉBRICAS 272.2. ⋆ é assoiativa;2.3. R2 possui um elemento neutro relativamente a ⋆;2.4. Todo o elemento (a, b) ∈ R2 tem inverso relativamente a ⋆;(a) (a, b) ⋆ (c, d) = (ac, bd), ∀(a, b), (c, d) ∈ R2;(b) (a, b) ⋆ (c, d) = (a+ c, cb+ d), ∀(a, b), (c, d) ∈ R2.3. Sejam G um onjunto não vazio e ⋆ uma operação interna em G. De�na elementoneutro de (G, ⋆).4. Suponha G = R e ⋆ tal que a ⋆ b = √
a2 + b2. Indique, justi�ando, o valor lógio daseguinte proposição:

(G, ⋆) tem elemento neutro.5. Seja G = {σ : Z → Z}. Para σ, τ ∈ G de�ne-se σ ⋆ τ omo sendo a apliação tal quepara todo n ∈ Z, (σ ⋆ τ)(n) = σ(n) · τ(n), onde · designa o produto usual.5.1. Veri�que que ⋆ é uma operação interna.5.2. Enontre, aso exista, o elemento neutro de (G, ⋆).5.3. Indique os elementos de (G, ⋆) que possuem inverso.
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Capítulo 2
Tópios sobre Teoria de Grupos
2.1 Propriedades ElementaresDe�nição 2.1.1. (Grupo) Um grupo (G, ⋆) é um onjunto fehado para a operação binária
⋆ e que satisfaz os seguintes axiomas:

G1 : A operação ⋆ é assoiativa;
G2 : Existe um elemento e ∈ G tal que e ⋆ x = x ⋆ e = x, para todo x ∈ G.
G3 : Para todo a ∈ G, existe um elemento a′ ∈ G, tal que a ⋆ a′ = a′ ⋆ a = e.Como já se viu, a e hama-se elemento neutro (ou identidade) de G e a a′ hama-se oinverso de a. Para não sobrearregar a notação por vezes denotar-se-á o grupo (G, ⋆) apenaspor G.De�nição 2.1.2. (Grupo abeliano) Um grupo G diz-se abeliano se a operação binária ⋆ éomutativa.Apresentam-se agora alguns exemplos de estruturas que são grupos e outras que não estãonas ondições do teorema anterior.Exemplo 2.1.3. A estrutura (Z+,+) não é um grupo pois não existe elemento identidade.Exemplo 2.1.4. O onjunto dos números inteiros não negativos (inluindo o zero) om aoperação adição não é um grupo. Apesar de existir elemento identidade, não existe inversopara o elemento 2.Exemplo 2.1.5. As estruturas (R,+), (Z,+), (Q,+) e (C,+) são grupos.29



30 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSExemplo 2.1.6. A estrutura (Z+,×) não é um grupo. Apesar de existir elemento identidade,o elemento 3 não possui inverso.Exemplo 2.1.7. (R+,×), (Q+,×) , (Q\{0},×), (R\{0},×) e (C \{0},×) são grupos.Exemplo 2.1.8. O onjunto das funções reais de variável real om a adição de funções é umgrupo. Este grupo é abeliano.Exemplo 2.1.9. O onjunto das matrizes de tipo m × n,m, n ∈ N, om entradas em Rdenotado por Mm×n (R) é um grupo para a adição de matrizes. A sua identidade é a matrizujas entradas são todas nulas.Exemplo 2.1.10. O onjunto Mn (R) de todas as matrizes de tipo n × n om a operaçãomultipliação de matrizes não é um grupo. A matriz de tipo n × n ujas entradas são todasnulas não tem inverso.Exemplo 2.1.11. O subonjunto S de Mn (R) de todas as matrizes n× n invertíveis om aoperação multipliação de matrizes é um grupo. Este grupo não é abeliano.Nos exemplos anteriores apresentaram-se estruturas em que as operações eram bastantefamiliares. Apresenta-se agora um exemplo duma estrutura em que a sua operação binárianão é tão familiar.Exemplo 2.1.12. Considere-se a estrutura (Q+, ⋆) onde ⋆ está de�nida da forma seguinte:
a ⋆ b =

ab

2
.Então,

(a ⋆ b) ⋆ c =
ab

2
⋆ c =

abc

4
,e, da mesma forma

a ⋆ (b ⋆ c) = a ⋆
bc

2
=
abc

4
.Assim, ⋆ é assoiativa. é fáil veri�ar que

2 ⋆ a = a ⋆ 2 = a,∀a ∈ Q+,e portanto, 2 é o elemento identidade para ⋆. Finalmente,
a ⋆

4

a
=

4

a
⋆ a = 2,e portanto a′ = 4

a
é o inverso de a em Q+. Assim, Q+ om a operação ⋆ é um grupo.



2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 31Proposição 2.1.13. Num grupo a identidade é únia e ada elemento possui inverso únio.Demonstração. Resulta das proposições já apresentadas.Proposição 2.1.14. Num grupo é válida a lei do orte.Demonstração. Exeríio.Teorema 2.1.15. Seja (E, ⋆) um semigrupo om identidade à esquerda, e, (respetivamente,direita) e em que todos os elementos têm inverso à esquerda (respetivamente direita) então
(E, ⋆) é um grupo.Demonstração. Seja a ∈ E e seja a−1 o inverso à esquerda de a. Então

(aa−1)2 = (aa−1)(aa−1)

= a(a−1a)a−1

= a(ea−1)

= aa−1Seja r o inverso à esquerda de aa−1, então
aa−1 = eaa−1

= (raa−1)aa−1

= r(aa−1)2

= raa−1

= e.Portanto, a−1 é o inverso à direita de a. Agora, omo
ae = a(a−1a)

= (aa−1)a

= ea

= a,podemos onluir que e é elemento neutro de E. Provámos que todo o elemento tem inversobilateral e que E tem elemento neutro, logo E é um grupo.De forma análoga, onlui-se que um semigrupo om identidade à direita e em que todosos seus elementos têm inverso à direita é um grupo.



32 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.1.1 Grupos Finitos e Tabelas de EntradasDe�nição 2.1.16. Um grupo G diz-se �nito se tiver um número �nito de elementos.Em termos de notação usa-se:
|G| <∞ou ard(G) <∞.Se G for um grupo in�nito esreve-se |G| = ∞.De�nição 2.1.17. Chama-se ordem de G ao número de elementos de G.Em termos de notação usa-se:

|G| ou O(G).Um grupo �nito, (G, ⋆) onde G = {x1, x2, . . . , xn} pode ser representado por uma tabela
n×n a duas entradas onde ada elemento (ou entrada) (i, j) é o produto xi ⋆xj . Um vez queum grupo tem pelo menos um elemento, a sua identidade, um onjunto minimal que poderáter a estrutura de grupo é o onjunto {e}. A únia operação binária ⋆ possível em {e} estáde�nida por

e ⋆ e = e.Claramente todos os axiomas de grupo são veri�ados.Ir-se-á agora, num onjunto om dois elementos, introduzir uma estrutura de grupo. Comoum desses elementos desempenhará o papel de identidade do grupo e onsidere-se esse on-junto igual a {e, a}. Para esrever a sua tabela de grupo ir-se-á listar os elementos na mesmaordem, em linha e oluna onsiderando o elemento identidade em primeiro lugar omo seapresenta na tabela:
⋆ e a

e

a

,Como e é o elemento identidade dever-se-á ter
e ⋆ x = x ⋆ e = x,∀x ∈ {e, a}.Assim, pode preenher-se a primeira linha e oluna da tabela da seguinte forma:

⋆ e a

e e a

a a

.



2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 33O elemento a deverá ter um inverso a′ tal que
a ⋆ a′ = a′ ⋆ a = e.Observe-se que a′ ∈ {e, a}. O aso em que a′ = e não funiona pois nesse aso a = e, assimonsidere-se a′ = a. A tabela �nal terá a forma:

⋆ e a

e e a

a a e

. (2.1)Os axiomas G2 e G3 são veri�ados. O axioma G1 terá que ser veri�ado aso a aso.Ir-se-á agora listar algumas ondições neessárias e su�ientes para que uma tabela ondeestá de�nida uma operação binária num onjunto �nito deverá satisfazer para que o onjuntoom essa operação estabeleça um estrutura de grupo nesse onjunto.1. Deverá existir um elemento desse onjunto, denotado por e, que desempenhará o papelda identidade do grupo.2. A ondição e ⋆ x = x signi�a que na linha orrespondente ao elemento e, os elementosdo onjunto apareem na mesma ordem de disposição em que se enontram na linha detopo.3. A ondição x⋆e = x signi�a que na oluna orrespondente ao elemento e, os elementosdo onjunto apareem na mesma ordem de disposição em que se enontram na olunaoloada mais à esquerda da tabela.4. O fato de que todo o elemento a tem inverso à direita signi�a que na linha orrespon-dente a a o elemento identidade deverá apareer na entrada de ruzamento dessa linhaom a oluna onde se enontra esse inverso à direita.5. O fato de que todo o elemento a tem inverso à esquerda signi�a que na oluna or-respondente ao elemento a aparee o elemento identidade na entrada de ruzamentodessa oluna om a linha onde se enontra esse inverso à esquerda.6. Pelo Teorema 1.4.39 as equações a ⋆ x = e e y ⋆ a = e têm soluções únias. De formaanáloga se prova que as equações x ⋆ a = e e a ⋆ y = e têm soluções únias. Ora issosigni�a que ada elemento b do grupo deverá apareer uma e uma só vez em ada linhae oluna.



34 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS7. A omutatividade é traduzida pela simetria relativamente à diagonal prinipal da tabela.Note-se que a assoiatividade, a menos que seja de�nida alguma propriedade arateri-zadora da operação, terá que ser veri�ada aso a aso.Suponha-se agora temos um onjunto om três elementos. Considere-se omo anterior-mente, o onjunto {e, a, b}, onde e denota a identidade do grupo. Uma operação bináriade�nida neste onjunto deverá ter assoiada uma tabela da seguinte forma:
⋆ e a b

e e a b

a a

b b

.Esta tabela deverá ser preenhida da forma apresentada abaixo onde ada elementoaparee uma e uma só vez em ada linha e em ada oluna.
⋆ e a b

e e a b

a a b e

b b e a

. (2.2)Ir-se-á ver uma forma fáil de veri�ar a assoiatividade que será apresentada no Exemplo2.1.18 de tal forma que podemos obter a propriedade assoiativa para ⋆ em {e, a, b}. Suponha-se agora que temos outro grupo G′ om três elementos em que a identidade é o elemento queaparee primeiro. Uma vez que o preenhimento da tabela para G = { e, a, b} foi feita apenasde uma únia forma, poderá observar-se que se tomarmos a tabela de G′ e onsiderarmos oseu elemento identidade om sendo e, o primeiro elemento omo sendo a e o último elementoomo sendo b, a tabela resultante para G′ é preisamente a mesma que foi onsiderada para
G. Observe-se então que a estrutura das duas tabelas é preisamente a mesma para os doisgrupos e, um grupo poderá ser enarado omo o outro grupo bastando para isso fazer umaorrespondênia entre os elementos.Assim, quaisquer dois grupos om três elementos têm exatamente a mesma estrutura.Esta é a primeira referênia que se fará ao oneito de isomor�smo entre grupos. Esta refer-ênia é feita duma forma informal. Dar-se-á mais tarde uma de�nição formal de isomor�smoentre grupos.



2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 35Exemplo 2.1.18. é fáil veri�ar que para n ∈ Z+, as n soluções em C da equação xn = 1formam um grupo multipliativo Un. Assim,
U1 = {1}, U2 = {−1, 1} e U3 = {1,−1

2
+

√
3

2
i,−1

2
−

√
3

2
i}e,

U4 = {1, i,−1,−i}são grupos abelianos para a operação multipliação de omplexos. Ao grupo Un , n ∈ Nhama-se grupo multipliativo das n-ésimas raízes da identidade.Como se viu anteriormente, o grupo U2 deverá ter a mesma estrutura (isomorfo a) queo grupo {e, a} apresentado na tabela 2.1. Como se sabe que a operação de�nida em U2 éassoiativa onlui-se imediatamente que a operação de�nida em {e, a} é assoiativa. De formasemelhante a operação de�nida em U3 é assoiativa. Pelas observações anteriores onlui-seque a operação de�nida na tabela 2.2 também é assoiativa. O grupo U1 é isomorfo ao grupo
{e}. O próximo exeríio mostrará que a tabela para U4 é uma das duas possibilidades queserá apresentada para um onjunto om 4 elementos.Exeríio 2.1.19. Considere o onjunto {e, a, b, c}. Construa as tabelas de possíveis an-didatos a grupos.2.1.2 Propriedade Assoiativa GeneralizadaSejam x1, x2, . . . , xn elementos do grupo G. De�ne-se o produto x1x2 · · · xn da seguinte forma:

x1x2x3 = (x1x2)x3

x1x2x3x4 = (x1x2x3)x4 = ((x1x2)x3)x4

x1x2x3x4x5 = (x1x2x3x4)x5 = (((x1x2)x3)x4)x5...
x1x2x3 · · · xn = (x1x2x3 · · · xn−1)xn = (· · · ((x1x2))x3) · · · xn−1)xn.Assim, se pj = x1x2 · · · xj , para j ∈ {1, . . . , n}, então, pj = pj−1xj para qualquer j >

1. A propriedade assoiativa generalizada válida num semigrupo, diz-nos que o produto deelementos x1, . . . , xn, por uma erta ordem não depende do modo de assoiação dos fatores.Exemplo 2.1.20. Dados quatro elementos x1, x2, x3 e x4 dum grupo, os produtos
((x1x2)x3)x4, (x1x2)(x3x4), (x1(x2x3))x4, x1((x2x3)x4), x1(x2(x3x4))



36 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSrepresentam todos o mesmo valor, (note-se que x1x2x3x4 é por de�nição o valor da primeiradestas expressões).A propriedade assoiativa generalizada para produtos de quatro ou mais elementos dumgrupo pode ser veri�ada pelo prinípio de indução matemátia no número de elementosenvolvidos nesses produtos.Considere-se um produto de n elementos do grupo G, quando n > 3. Sejam esses ele-mentos, x1, x2, . . . , xn ordenados pela ordem em que apareem na expressão do seu produto.Suponha-se que a propriedade assoiativa generalizada é veri�ada para todos os produtos deelementos envolvendo um número inferior a n (isto é, quaisquer dois produtos envolvendo umnúmero inferior a n elementos tomam o mesmo valor sempre que os elementos de G oorremnos dois produtos pela mesma ordem). Pretende-se provar que o valor do produto x1x2 · · · xné
x1x2x3 · · · xn = (· · · ((x1x2))x3) · · · xn−1)xn.O primeiro passo é onsiderar o produto dum elemento xr ∈ G om o seu suessor xr+1.Os passos seguintes permitem alular um produto de n − 1 elementos, nomeadamente on-siderando os elementos xi para 1 ≤ i < r, os elementos xrxr+1, e os elementos xi para

r + 1 < i ≤ n. A validade da propriedade assoiativa generalizada para produtos de elemen-tos de G om um número inferior a n permite-nos onluir que o valor p do produto é dadopor:
p =







































(x1x2)x3 · · · xn se r = 1;

x1(x2x3) · · · xn se r = 2;

x1x2(x3x4)x5 · · · xn se r = 3( e n > 4)... ...
x1x2 · · · xn−2(xn−1xn) se r = n− 1.Da mesma forma, a propriedade assoiativa generalizada para produtos de elementos de

G om um número inferior a n assegura que se r < n− 1 então
x1x2 · · · xr−1(xrxr+1) = x1x2 · · · xr+1e assim p = x1x2 · · · xn. Assim, para veri�ar a propriedade assoiativa generalizada paraprodutos om n elementos basta veri�ar que
x1x2 · · · xn−2(xn−1xn) = x1x2 · · · xn.



2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 37O aso n = 3 é a propriedade assoiativa para produtos om três elementos. Para n > 3seja y o produto x1x2 · · · xn−2 dos elementos x1, x2, . . . , xn−2 (om y = x1x2 no aso em que
n = 4). Então

x1x2 · · · xn−2(xn−1xn) = y(xn−1xn) = (yxn−1)xn = (x1x2 · · · xn−1)x

= x1x2 · · · xn.Provou-se então que se a propriedade assoiativa generalizada se veri�a para um produto deelementos de G om um número inferior a n então também se veri�a para um produto deelementos de G om n elementos. A validade da referida propriedade segue-se por induçãono número de elementos que está envolvido nesse produto.Note-se que o únio axioma de grupo que foi usado foi a propriedade assoiativa para trêselementos. Assim, a propriedade assoiativa generalizada é válida em qualquer grupóide ondese veri�a a assoiatividade para três elementos, ou seja num semigrupo. Assim, a referidapropriedade é válida em qualquer semigrupo.2.1.3 Potênias num GrupoA propriedade assoiativa generalizada válida num semigrupo, diz-nos que o produto de el-ementos x1, . . . , xn, por uma erta ordem não depende do modo de assoiação dos fatores,isto é:
(x1 · · · xr)(xr+1 · · · xn) = (x1 · · · xs)(xs+1 · · · xn)∀r, s, 1 ≤ r < s < n.Claramente esta propriedade é válida num grupo.Se x1 = · · · = xn = x, de�ne-se, para n ∈ N, potênia multipliativa de x, omo sendo oproduto de x

xn = x · · · x. (2.3)Proposição 2.1.21. Nas ondições do que foi dito anteriormente, para n,m ∈ N , tem-se
xmxn = xm+n (2.4)e,
(xm)n = xmn. (2.5)Demonstração. Prove-se em primeiro lugar (2.4). Para qualquer m ∈ N, a demonstração éfeita por indução em n. Se n = 1, tem-se xmx1 = xmx = xm+1, atendendo à assoiatividade.



38 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSPara qualquer m ∈ N, xmxn+1 = xm(xnx) = (xmxn)x = xm+nx = x(m+n)+1 = xm+(n+1).Prove-se agora (2.5). Ir-se-á fazer a demonstração por indução em m. Para qualquer n ∈ N,se m = 1, tem-se (xn)1 = xn = xn1. Admita-se que para todo n ∈ N, se tem (xn)m = xnm.Então, para qualquer n ∈ N, utilizando (2.4) e a hipótese de indução:
(xn)m+1 = (xn)mxn = xnmxn = xnm+n = xn(m+1).Conveniona-se que

x0 = e, (ou x0 = 1).Se no grupo G está de�nida uma notação aditiva, esreve-se (G,+), e, em vez de (2.3),(2.4) e (2.5) tem-se
nx = x+ · · ·+ x.

mx+ nx = (m+ n)xe, ( n parelas ) mx+ · · ·+mx = n(mx) = (nm)x, para n,m ∈ N.Num grupo multipliativo, além das potênias de expoente inteiro não negativo de�ne-setambém potênias de expoente negativo do seguinte modo:
x−n = (x−1)n, n ∈ N.2.1.4 Conjugado e ComutadorSeja G um grupo (onsidere-se um grupo multipliativo).De�nição 2.1.22. Chama-se onjugado de x por y, denota-se por xy, ao elemento de G,

xy = y−1xy.De�nição 2.1.23. Chama-se omutador de x e y, denota-se por [x, y], ao elemento de G,
[x, y] = xyx−1y−1.Exeríio 2.1.24. Sejam G um grupo multipliativo om elemento neutro e e x, y, z ∈ G.Mostre que:1. (xy)−1 = (x−1)y.



2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 39Demonstração. Mostre-se apenas que xy(x−1)y = e. é deixado omo exeríio que (x−1)yxy =

e. Tem-se então, por de�nição de onjugado,
xy(x−1)y = (y−1xy)(y−1x−1y).Tem-se então,

(y−1xy)(y−1x−1y) = (y−1x)(yy−1)(x−1y),pela assoiatividade,
= (y−1x)e(x−1y),pela de�nição de elemento inverso
= (y−1x)(x−1y), pela de�nição de elemento neutro
= y−1(xx−1)y,pela assoiatividade
= e pela de�nição de elemento inverso e elemento neutro.2. (xy)z = xzyz.3. xz = y ⇐⇒ x = yz

−14. [x, y]−1 = [y, x].5. Sejam G um grupo e x1, . . . , xn, y elementos de G, n ∈ N. Mostre que
(x1x2 · · · xn)y = xy1 · · · xyn.Exeríio 2.1.25. Sejam G um onjunto não vazio e ⋆ uma operação interna em G.1. De�na elemento neutro de (G, ⋆).Resposta: Diz-se que e ∈ G é elemento neutro de G se e só se e ⋆ a = a ⋆ e = a, paratodo a ∈ G.2. Suponha G = R e ⋆ tal que a ⋆ b = √

a2 + b2. Indique, justi�ando, o valor lógio daseguinte proposição:
(G, ⋆) tem elemento neutro.Resposta: Seja então e ∈ G. Para que e seja o elemento neutro de (G, ⋆), tem queveri�ar-se

a ⋆ e =
√

a2 + e2 = a e e ⋆ a =
√

e2 + a2 = a.



40 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSConsidere-se apenas uma das igualdades. O estudo da outra é análogo.Tem-se √
a2 + e2 = a o que implia que a2 + e2 = a2 donde resulta que e = 0. Ora, paraque se veri�que a impliação ontrária, e = 0 terá que veri�ar √a2 + e2 = a. Mas isso nãoaontee para todo a ∈ R, pois √a2 = |a|. Basta tomar a = −1. Assim, o valor lógio é falso.2.1.5 Exeríios1. Averigue se os onjuntos seguintes têm estrutura de grupo para as operações indiadas:1.1. (Q \ {0},×);1.2. (R, ⋆), om x ⋆ y = x+ y − xy, ∀x, y ∈ R;1.3. O onjunto das soluções omplexas da equação xn − 1 = 0, n ∈ N, para a multi-pliação;1.4. O onjunto das soluções reais da equação da alínea anterior para a mesma operação;1.5. O onjunto das apliações αa,b : R→ R, a ∈ R\{0}, b ∈ R de�nidas por αa,b(x) =

ax+ b, ∀x ∈ R, para a omposição de apliações;1.6. (A,×) onde A = {cos θ + i sen θ ∈ C | θ ∈ R};1.7. (GS ,⊗), onde (G,×) é um grupo, GS designa o onjunto das apliações de umonjunto S 6= ∅ em G e
(f ⊗ g)(s) = f(s)× g(s), ∀f, g ∈ G, ∀s ∈ S;2. Os inteiros pares onstituirão um grupo para a adição? E os ímpares? E os númerosreais para a multipliação?3. Prove que:3.1. Se a e b são elementos de um grupo tais que ab = a, então b = e, sendo e o elementoneutro do grupo.3.2. O únio elemento idempotente de um grupo é o elemento neutro.4. Considere de�nidas no onjunto A = {a, b, c, d} as seguintes operações:
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+ a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d b c a

× a b c d

a d c b a

b c a d b

c b d a c

d a b c dDiga, justi�ando, se algumas das operações onfere ao onjunto uma estrutura degrupo.5. Sejam a, b, c e x elementos dum grupo G. Resolva em ordem a x as equações seguintesem G:5.1. axb = c.5.2. x2a = bxc−1 e acx = xac.5.3. x2 = a2 e x5 = 1.5.4. (xax)3 = bx e x2a = (xa)−1.5.5. x2b = xa−1c.6. Em ada uma das alíneas seguintes prove que a proposição é verdadeira para qualquergrupo G ou, aso ontrário, dê um ontra-exemplo mostrando que é falsa em pelo menosum grupo.6.1. Se x2 = 1, então x = 1;6.2. (ab)2 = a2b2;6.3. Para todo x ∈ G existe y ∈ G tal que x = y2 (isto é equivalente a dizer que todoo elemento de G tem uma �raiz quadrada�);6.4. Se x2 = a2, então x = a;6.5. Se x2 = x, então x = 1.7. Mostre que, num grupo, (x−1yx)k = x−1yx ⇐⇒ yk = y, ∀k > 0.8. Seja G um grupo. Prove que as ondições seguintes são equivalentes:8.1. G é abeliano.8.2. ∀a, b ∈ G, aba−1b−1 = e, onde e é o elemento neutro de G.



42 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS8.3. ∀a, b ∈ G, (ab)2 = a2b2.9. Sejam a e b elementos de um grupo tais que a2 = e e aba = b3. Prove que b8 = e.10. Mostre que10.1. a⇌ b ⇐⇒ aba−1b−1 = 1; (onde a⇌ b signi�a que a omuta om b)10.2. a⇌ b ⇐⇒ a−1 ⇌ b−1.11. Seja G um grupo. Sejam a, x e y elementos de G. Mostre que, se xay = a−1, então
yax = a−1.12. Seja G um grupo. Mostre que:12.1. Se a, b ∈ G são tais que a = a−1 e b = b−1, então ba = (ab)−1.12.2. Se para todo a ∈ G, a2 = 1, então G é omutativo.13. Sejam G um grupo, a e x elementos de G. Prove as seguintes proposições:13.1. Se x2ax = a−1, então a tem uma raiz úbia.(sugestão: Mostre que xax é uma raiz úbia de a−1.)13.2. Se a3 = 1, então a tem uma raiz quadrada.2.2 SubgruposDe�nição 2.2.1. (Subgrupo) Seja H um subonjunto não vazio dum grupo G. Diz-se que Hé um subgrupo de G se H é um grupo relativamente à operação que onfere a G a estruturade grupo.Em termos gerais, H é uma subestrutura do mesmo tipo de G e por isso denota-se por

H ≤ G.Exemplo 2.2.2. Considere-se Rn o grupo aditivo de todos os vetores om entradas reais. Osubonjunto onstituído pelos vetores em que a primeira omponente é nula é um subgrupode Rn.De�nição 2.2.3. (Subgrupos próprios ou triviais) Chamam-se subgrupos impróprios ou triv-iais a G ou {e}. Todos os outros subgrupos são hamados próprios ou não triviais.



2.2. SUBGRUPOS 43Exemplo 2.2.4. Q+ om a operação multipliação é um subgrupo próprio de R+ om aoperação multipliação.Exemplo 2.2.5. O onjunto das n-ésimas raízes da identidade Un, n ∈ N, é um subgrupo dogrupo C\{0}, onjunto dos números omplexos não nulos.Proposição 2.2.6. Seja H um subgrupo de G e a ∈ H. Então a identidade de H oinideom a identidade de G e o inverso de a em H oinide om o inverso de a em G.Demonstração. Considere-se eH e eG a identidade de H e G respetivamente.Seja a ∈ H e sejam a−1
G o inverso de a em G. Como eH é a identidade de H tem-se

eHa = a.Como H ⊆ G, da igualdade anterior em G obtém-se
eH(aa−1

G ) = (eHa)a
−1
G = aa−1

G = eG.Mas omo eG é a identidade de G e eH ∈ G temos
eH = eHeG = eH(aa−1

G ) = eG.Seja a−1
H o inverso de a em H. Então

a−1
H = a−1

H eG = a−1
H (aa−1

G ) = (a−1
H a)a−1

G = eHa
−1
G = eGa

−1
G = a−1

G .

A partir de agora denotar-se-á apenas por a−1 o inverso de um elemento a.Proposição 2.2.7. Sejam G um grupo e a, b ∈ G. Então (ab)−1 = b−1a−1 e (a−1)−1 = a.Demonstração. Dos axiomas de grupo segue-se
(ab)(b−1a−1) = a(b(b−1a−1)) = a((bb−1)a−1) = a(ea−1) = aa−1 = e.De forma análoga prova-se que (b−1a−1)(ab) = e, e assim b−1a−1 é o inverso de ab. A segundaigualdade prova-se de forma análoga.



44 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.2.1 Caraterização de SubgruposApresentam-se de seguida ondições neessárias e su�ientes para que um subonjunto nãovazio de um grupo seja um subgrupo.Teorema 2.2.8. (Caraterização de um subgrupo) Sejam G um grupo e H um subonjuntonão vazio de G. Diz-se que H é um subgrupo de G se e só se
1. ∀x, y ∈ H,xy ∈ H

2. ∀x ∈ H,x−1 ∈ H.Demonstração. Condição Neessária. A ondição 1. resulta imediatamente da De�nição2.2.1. Como o inverso em G de um elemento x ∈ H oinide om o inverso em H obtém-se
2. Condição Su�iente. Suponha-se agora que H é um subonjunto não vazio de G tais queas ondições 1. e 2. se veri�am.A ondição 1. e o fato de que H é um subonjunto não vazio de G garante que H é umgrupóide.Veri�que-se que existe elemento identidade em H. Seja x ∈ H. Observe-se que omo
H 6= ∅, existe pelo menos um elemento em H. A ondição 2. garante que x−1 ∈ H. Como
H é grupóide vem xx−1 ∈ H e x−1x ∈ H. Mas, em G, xx−1 = x−1x = e. Logo e ∈ H. Aexistênia de inverso para ada x ∈ H é garantida pela ondição 2. Resta veri�ar que

∀a, b, c ∈ H, (ab)c = a(bc).Ora esta igualdade pode ser enarada em G e em G é válida a assoiatividade. Assim, essapropriedade é também válida em H.Exemplo 2.2.9. Se F o onjunto das funções reais de variável real. O subonjunto de Fujas funções são difereniáveis é um subgrupo de F . De fato, a soma de duas funçõesdifereniáveis é uma função difereniável e, o simétrio duma função difereniável é umafunção difereniável.Exemplo 2.2.10. Reorde-se da disiplina de Álgebra Linear que a toda a matriz quadrada Apodemos assoiar o seu determinante det(A) e, uma matriz é invertível se e só se det(A) 6= 0.Se A e B são matrizes quadradas do mesmo tipo então det(AB) = det(A) det(B). Seja G ogrupo multipliativo de todas as matrizes invertíveis de ordem n, om n ∈ N, om entradas em
C e seja T o subonjunto de G onstituído pelas matrizes invertíveis om determinante iguala 1. A igualdade det(AB) = det(A) det(B) mostra que T é fehado para a multipliação de



2.2. SUBGRUPOS 45matrizes. Note-se que det(In) = 1. Da igualdade det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(In) =

1, veri�a-se que, se det(A) = 1, então det(A−1) = 1. Assim, pelo Teorema 2.2.8, T é umsubgrupo de G.Teorema 2.2.11 (Caraterização de um subgrupo). Sejam G um grupo e H um subonjuntonão vazio de G. Então H é um subgrupo de G se e só se
1′.∀x, y ∈ H,xy−1 ∈ H.Demonstração. Pretende-se provar que nas ondições do teorema as ondições 1. e 2. doteorema anterior equivalem a 1′. Condição Neessária. Exeríio.Condição Su�iente. Seja x ∈ H (a existênia deste elemento está garantida porque

H 6= ∅). Pela ondição 1′. tem-se
xx−1 ∈ H.Enarando o produto anterior em G tem-se
e ∈ H.Seja x ∈ H. Como e ∈ H, pela ondição 1′. tem-se

x−1 = ex−1 ∈ H,e portanto a ondição 2. é veri�ada.Sejam agora x, y ∈ H. Pelo anterior, y−1 ∈ H. Pela ondição 1′.
x(y−1)−1 ∈ H,o que é equivalente a

xy ∈ H,donde resulta a ondição 1.O próximo teorema arateriza todos os subgrupos de um grupo �nito.Teorema 2.2.12. [Caraterização dum subgrupo de um grupo �nito℄ Seja G um grupo �nitoe H um subonjunto não vazio de G. Diz-se que H é um subgrupo de G se e só se
1′′.∀x, y ∈ H,xy ∈ H.



46 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. Condição Neessária. Imediata.Condição Su�iente.O fato de que H é um subonjunto não vazio de G e a ondição 1′′. garante que H éum grupóide. Como a assoiatividade é válida em G e H ⊆ G então, por hereditariedadea assoiatividade é válida em H. Como G é �nito e H ⊆ G então H também é �nito.Considere-se então |H| = n e
H = {x1, . . . , xn}.Mostre-se em primeiro lugar que existe elemento neutro em H. Fixe-se i ∈ {1, . . . , n} eformem-se todos os produtos
xixj ,∀j ∈ {1, . . . , n}. (2.6)Pela ondição 1′′. ,

xixj ∈ H,∀j ∈ {1, . . . , n}.Seja
B = {xix1, xix2, . . . , xixn}.Se B tiver n elementos então tem-se B = H.Mas, isso só é verdadeiro se todos os produtos (2.6) forem distintos, isto é

xixt 6= xixl, para t 6= l, t, l ∈ {1, . . . , n}.De fato, se se tivesse
xixt = xixl, para t 6= l,a lei do orte em G permitiria onluir que
xt = xl, para t 6= l,o que não poderá aonteer pois |H| = n. Logo B = H, isto é, para i �xo

{xix1, xix2, . . . , xixn} = {x1, . . . , xn}.Existe assim xk ∈ H tal que
xixk = xi. (2.7)Considerando a igualdade 2.7 em G e apliando a lei do orte tem-se
xk = eG,



2.2. SUBGRUPOS 47onde eG é o elemento neutro de G. Observe-se que, para j 6= i, e da igualdade entre osonjuntos
{xjx1, xjx2, . . . , xjxn} = {x1, . . . , xn},existe xl ∈ H tal que xjxl = xj . Do anterior resulta

xl = eG.Assim, existe e = eG ∈ H tal que para todo xi ∈ H, eG xi = xieG = xi. A existêniade elemento inverso para ada elemento xj ∈ H , j ∈ {1, . . . , n}, prova-se om argumentossemelhantes. De fato, para qualquer j ∈ {1, . . . , n}, tem-se
{xjx1, xjx2, . . . , xjxn} = {x1, . . . , xn}.Assim, existe t ∈ {1, . . . , n} tal que xjxt = e. Enarando novamente esta igualdade em Gtem-se que (xj)

−1 = xt ∈ H. As onlusões seguem de imediato.Teorema 2.2.13. Seja G um grupo �nito e H um subonjunto não vazio de G. Então H éum subgrupo de G se e só se
H2 = H.Demonstração. Condição neessária. Suponha-se que H é subgrupo de G. Prove-se que

H2 = H. De fato, H2 ⊆ H uma vez que o produto de dois elementos dum subgrupo Hainda é um elemento de H. Por outro lado, H ⊆ H2 pois, h = eh, para qualquer h ∈ H, onde
e, o elemento identidade de G, pertene a H. Condição su�iente. Suponha-se que H2 = H.Sejam a, b ∈ H, ab ∈ H2 ⊆ H. Logo ab ∈ H. Pelo Teorema 2.2.12, o resultado segue deimediato.2.2.2 Interseção e União de SubgruposTeorema 2.2.14. Seja G um grupo. A interseção de subgrupos Hi de G para i ∈ I, denotadapor ⋂i∈I Hi , ainda é um subgrupo de G.Demonstração. De fato, ⋂i∈I Hi ⊆ G porque Hi ⊆ G,∀i ∈ I . Por outro lado e ∈ Hi,∀i ∈ I,logo ⋂i∈I Hi 6= ∅. Sejam

a ∈
⋂

i∈I

Hi e b ∈⋂
i∈I

Hi.Por de�nição de interseção de onjuntos,
a ∈ Hi e b ∈ Hi∀i ∈ I .



48 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSComo Hi ≤ G, vem
ab ∈ Hipara todo i ∈ I, ou seja,

ab ∈
⋂

i∈I

Hi.Provou-se então que
∀a, b ∈

⋂

i∈I

Hi , ab ∈
⋂

i∈I

Hi.Seja agora a ∈ ⋂i∈I Hi. Tem-se então,
a ∈ Hi ,∀i ∈ I .Como Hi ≤ G, vem
a−1 ∈ Hi ,∀i ∈ I ,ou seja,
a−1 ∈

⋂

i∈I

Hi.Provou-se então,
∀a ∈

⋂

i∈I

Hi , a
−1 ∈ ∩

i∈I
Hi.Pelo Teorema 2.2.8 ⋂i∈I Hi é um subgrupo de G.Sejam G um grupo e ai ∈ G, para qualquer i ∈ I. Existe pelo menos um subgrupo de Gque ontém todos os elementos ai, para todo i ∈ I, nomeadamente o próprio G. O Teorema2.2.14 garante que se tomarmos a interseção de todos os subgrupos de G que ontém todosos ai,∀i ∈ I, obtém-se ainda um subgrupo de G. Este subgrupo é o menor ( no sentido dainlusão ) subgrupo de G que ontém todos os ai,∀i ∈ I. Observe-se que a reunião de doissubgrupos de um grupo G poderá não ser um subgrupo de G. De fato, se se onsiderar ossubonjuntos 2Z, 3Z de Z, estes são subgrupos de Z, no entanto, 2Z∪3Z não é um subgrupode Z. De fato, 2 ∈ 2Z e 3 ∈ 3Z mas 5 /∈ 2Z e 5 /∈ 3Z.Proposição 2.2.15. Sejam A,B subgrupos dum grupo G então A ∪ B é um subgrupo de Gse e só se A ⊆ B ou B ⊆ A.Demonstração. Suponha-se que A∪B é um subgrupo de G e que A  B. Então existe a ∈ Atal que a /∈ B. Se b ∈ B um elemento qualquer. Tem-se a, b ∈ A ∪ B e, por este ser umsubgrupo de G, ab−1 ∈ A∪B. Se ab−1 ∈ B, a = (ab−1)b ∈ B, o que seria ontraditório; logo



2.2. SUBGRUPOS 49
ab−1 ∈ A e omo a−1 ∈ A, b−1 = a−1(ab−1) ∈ A. Por A ser um subgrupo, b = (b−1)−1 ∈ A.Portanto B ⊆ A. Reiproamente, se A ⊆ B ou B ⊆ A tem-se A ∪ B = B ou A ∪ B = A,respetivamente. Logo A ∪B é um subgrupo de G.De�nição 2.2.16. Chama-se produto dos subonjuntos não vazios de G indiados, e denota-se por H1H2 · · ·Hn, ao subonjunto de G dado por

H1H2 · · ·Hn = {h1h2 · · · hn, h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, . . . , hn ∈ Hn}.A multipliação de�nida na De�nição 2.2.16 é distributiva em relação à adição. Em geral,para dois subonjuntos não vazios de G, H,W , não se tem HW = WH. Em partiular, se
a ∈ G, e H ⊆ G,H 6= ∅, o produto {a}H representa-se por aH. De forma análoga, o produto
H{a} representa-se por Ha.Teorema 2.2.17. Seja G um grupo e H um subonjunto não vazio de G. Então

HG = G e GH = G.Demonstração. Prove-se a inlusão nos dois sentidos. Como a operação é interna em G e
H ⊆ G tem-se HG ⊆ G. Prove-se agora que G ⊆ HG. Seja g ∈ G. Então, dado a ∈ Htem-se g = (aa−1)g = a(a−1g). Como G é grupo e a, g ∈ G tem-se a−1g ∈ G. Como a ∈ H,vem g = a(a−1g) ∈ HG. Analogamente se prova que GH = G.2.2.3 Subgrupo GeradoDe�nição 2.2.18 (Subgrupo de um grupo gerado por um subonjunto). Seja G um grupo e
ai ∈ G para i ∈ I. O menor subgrupo de G que ontém K = {ai, i ∈ I} é hamado subgrupode G gerado por K.O menor subgrupo de G que ontém K é a interseção de todos os subgrupos Hi de G,para i ∈ I que ontém K. Denota-se por < K >, ou seja,

< K >=
⋂

i∈I

Hi.Provou-se atrás que < K > ainda é um subgrupo de G. é imediato que K ⊆< K > e, defato, se H for um subgrupo de G que ontém K, então < K >⊆ H o que garante que < K >é o menor subgrupo de G que ontém K.De�nição 2.2.19. Se < K >= G então diz-se que K gera G e todos os elementos ai sãohamados geradores de G. Se I = {1, . . . , n} ou seja K for um onjunto �nito que gera Gdiz-se que G é �nitamente gerado e esreve-se G =< a1, . . . , an >.



50 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSTeorema 2.2.20. Seja G um grupo e K ⊆ G, K 6= ∅. Seja W = {xǫ11 xǫ22 · · · xǫnn : xi ∈
K, i ∈ {1, 2, . . . , n}, ǫi ∈ {−1,+1}, n ∈ N}. O onjunto anterior é um subgrupo de G. Mais,
W =< K >.Demonstração. Exeríio.Exeríio 2.2.21. Prove que em Z se tem Z =< 2, 3 >=< 1 >.2.2.4 Exeríios1. Seja G um grupo. Prove que o onjunto

{x ∈ G | xg = gx,∀g ∈ G}hamado entro de G, é um subgrupo abeliano de G.2. Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Prove que o onjunto
{g ∈ G | gS = Sg},hamado normalizador de S, é um subgrupo de G.3. Seja (M, ·) o grupo multipliativo onstituído pelas matrizes não singulares de ordem nsobre um orpo K. Veri�que se ada um dos onjuntos seguintes é ou não um subgrupode M :3.1. H = {A ∈M | AAT = I}; onde AT representa a transposta da matriz A;3.2. W = {B ∈ M | B é anti-simétria}, observe-se que B é anti-simétria se e só se

B = −BT .4. Sejam A e B subgrupos de um grupo G. Mostre que A ∪ B, não é, em geral, umsubgrupo de G. Mostre que A ∪B é subgrupo de G se e só se A ⊆ B ou B ⊆ A.5. Prove que o onjunto de matrizes seguinte é um subgrupo de GL(2,R):










a c

b d



 ∈M(2,R) | ad− bc = 1







.6. Sejam G um grupo abeliano e n um inteiro �xo, n > 1. Sejam
Gn = {x ∈ G | xn = 1} e Gn = {xn | x ∈ G}.Prove que Gn e Gn são subgrupos de G.



2.2. SUBGRUPOS 517. Sejam G um grupo abeliano e
H = {x ∈ G | x = y2 para algum y ∈ G},ou seja, H é o onjunto de todos os elementos de G que possuem raiz quadrada. Proveque H é um subgrupo de G.8. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e K = {x ∈ G | xax−1 ∈ H se e só se a ∈

H, ∀a ∈ G}. Prove que K é um subgrupo de G.9. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G. Prove que se H ⊆ K, então H é umsubgrupo de K.10. Sejam G e H dois grupos.10.1. Mostre que o onjunto
G×H = {(g, h) | g ∈ G,h ∈ H}é um grupo para a operação:

(g, h) · (g′, h′) = (gg′, hh′), ∀(g, h), (g′, h′) ∈ G×H.10.2. Seja G×H o onjunto de�nido anteriormente. Prove que
{(x, eH) | x ∈ G}é um subgrupo de G×H, onde eH denota o elemento neutro de H.11. Prove que se G é um grupo abeliano e H um subgrupo de G, então

S(H) = {x ∈ G | x · x ∈ H} é um subgrupo de G.12. Sejam A1 e A2 subgrupos de um grupo G. Mostre que A1 ∩ A2 é subgrupo de G.Generalize.13. Considere as seguintes matrizes
A =





1 0

0 −1



 , B =





1 1

0 1



Determine os subgrupos de GL(2, R) gerados por {A}, {B}, e {A,B}.



52 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.3 Classes Laterais e Teorema de LagrangeDe�nição 2.3.1 (lasse lateral à esquerda e à direita)). Seja H um subgrupo dum grupo G.Ao subonjunto de G
aH = {ah, h ∈ H}hama-se lasse lateral à esquerda de H que ontém a, e a
Ha = {ha, h ∈ H}hama-se lasse lateral à direita de H que ontém a.A aH e Ha hamam-se também, respetivamente, lasse lateral à esquerda módulo H e,lasse lateral à direita módulo H. Ir-se-á provar que, para G um grupo multipliativo e Hum seu subgrupo, o onjunto das lasse laterais esquerdas de H ontendo a ∈ G onstituiuma partição de G. Far-se-á reurso à de�nição de partição. Um resultado análogo poderáser enuniado para as lasse laterais à direita.Proposição 2.3.2. Sejam H um subgrupo dum grupo G e a, b ∈ G, aH = bH então b−1aH =

H.Demonstração. Sejam a, b ∈ G, tais que aH = bH. Prove-se que b−1aH ⊆ H e H ⊆ b−1aH.Prove-se em primeiro lugar que b−1aH ⊆ H. Seja y ∈ b−1aH. Então y = b−1ah, para algum
h ∈ H. Mas, omo aH = bH, ah = bh1, para algum h1 ∈ H. Assim,

y = b−1ah = b−1(ah) = b−1(bh1) = (b−1b)h1 = h1 ∈ H.Prove-se agora que H ⊆ b−1aH. Seja y ∈ H. Então,
y = (b−1a)(b−1a)−1y.Mas,

(b−1a)−1y = a−1by = a−1(ah2),para algum h2 ∈ H, pois por hipótese by ∈ bH = aH. Assim, (b−1a)−1y = h2 ∈ H. Logo,
y ∈ b−1aH.Teorema 2.3.3. Sejam H um subgrupo dum grupo G e a, b ∈ G. Então:1. Os subonjuntos aH e bH oinidem se e só se b−1a ∈ H;2. Se b−1a /∈ H então aH ∩ bH = ∅;3. ∪

a∈G
aH = G.



2.3. CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE 53Demonstração. 1. Ir-se-á provar que aH = bH se e só se b−1a ∈ H. Condição Neessária:Pela proposição 2.3.2 tem-se b−1aH = H. Claramente b−1a ∈ H pois
b−1a ∈ b−1aH ⊆ H.Condição Su�iente: Prove-se agora que se b−1a ∈ H então aH = bH, ou seja aH ⊆ bHe bH ⊆ aH. Prove-se em primeiro lugar que aH ⊆ bH. Seja y ∈ aH. Tem-se

y = ah,para algum h ∈ H. Mas, por de�nição de elemento neutro,
y = eah,para algum h ∈ H. Novamente por de�nição de elemento inverso e pela assoiatividade,

y = b(b−1a)h,para algum h ∈ H. Mas por hipótese, b−1a ∈ H. Como H ≤ G então (b−1a)h ∈ H. Assim,
y = bh′,para algum h′ ∈ H. Prove-se agora que bH ⊆ aH. Seja y ∈ bH. Tem-se
y = bh,para algum h ∈ H. Pelos argumentos usados anteriormente,

y = (aa−1)bh,para algum h ∈ H. Pela proposição 2.2.7 e pela assoiatividade,
y = a(b−1a)−1h,para algum h ∈ H. Por hipótese, b−1a ∈ H. Como H ≤ G então (b−1a)−1 ∈ H e também

(b−1a)−1h ∈ H. Assim,
y = bh⋆,para algum h⋆ ∈ H. 2. Pretende-se mostrar que se b−1a /∈ H então aH ∩ bH = ∅. Porredução ao absurdo, suponha-se que se tem

b−1a /∈ H e aH ∩ bH 6= ∅.



54 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSAssim, existe c ∈ aH ∩ bH. Por de�nição de interseção de onjuntos tem-se,
c ∈ aH e c ∈ bH.Logo, existem h1, h2 ∈ H tais que
c = ah1 = bh2,ou seja,
b−1ah1 = h2,ou ainda porque H ≤ G,

b−1ah1h
−1
1 = h2h

−1
1 ,ou seja

b−1a = h2h
−1
1 ,o que signi�a que

b−1a ∈ H,o que é absurdo. Provou-se então que se,
b−1a /∈ H então aH ∩ bH = ∅.3. Pretende-se provar que ∪
a∈G

aH = G. A inlusão ∪
a∈G

aH ⊆ G é óbvia, por de�nição de
aH. Prove-se a inlusão reíproa,

G ⊆ ∪
a∈G

aH.Ora, para todo a ∈ G,
a ∈ aH,pois

a = ae, e ∈ H.Daqui sai o resultado.Teorema 2.3.4. Seja H um subgrupo dum grupo G. Considere-se a relação ∼e de�nida em
G por

a ∼e b se e só se b−1a ∈ H.Considere-se a relação ∼d de�nida em G por
a ∼d b se e só se ab−1 ∈ H.



2.3. CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE 55As relações anteriores são relações de equivalênia em G. Mais, para a relação de equivalênia
∼e (análogo para ∼d)

a = aH,∀a ∈ G.Demonstração. Provar-se-á apenas o resultado para a relação ∼e.Relação re�exiva: Seja a ∈ G. Então a−1a = e e e ∈ H pois H ≤ G. Assim, a ∼e a.Relação simétria: Suponha-se que a ∼e b. Então b−1a ∈ H. Como H ≤ G, (b−1a)−1 ∈ He (b−1a)−1 = a−1b. Assim, a−1b ∈ H e b ∼e a.Relação transitiva: Sejam a ∼e b e b ∼e c. Então b−1a ∈ H e c−1b ∈ H. Como
H ≤ G, (c−1b)(b−1a) = c−1a ∈ H e a ∼e c. Prove-se agora a segunda parte do teorema. Seja
a ∈ G,

a = {x ∈ G : x ∼e a} , por de�nição de lasse de equivalênia,
= {x ∈ G : a−1x ∈ H}, por de�nição de ∼e.Mas, a−1x ∈ H se e só se a−1x = h, para algum h ∈ H, ou de forma equivalente se e só se

x = ah, para algum h ∈ H.Assim, a lasse de equivalênia que ontém a ∈ G é dada pelo onjunto
{ah : h ∈ H} = aH.

Observe-se que a relação de equivalênia ∼e determina em G uma partição e que oselementos dessa partição são preisamente as lasses laterais à esquerda de H. Mais, tendoem atenção o anterior esreve-se G = a1H ⊕ a2H ⊕ · · · onde aiH, i ∈ I, representam aslasses laterais à esquerda relativamente a H. Analogamente pode usar-se a mesma notaçãoonsiderando lasses laterais à direita.Exemplo 2.3.5. Esreva as lasses laterais à esquerda e direita do subgrupo 3Z em relaçãoa Z. Note-se que neste exemplo a notação onsiderada é a aditiva. Assim, a lasse lateral àesquerda de 3Z que ontém um inteiro m é dada por
m+ 3Z.Tomando m = 0, pode observar-se que

3Z = { . . . ,−9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, . . . }



56 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSé uma lasse lateral à esquerda de 3Z que ontém o elemento 0. Para obter outra lasse lateralà esquerda de 3Z, seleiona-se outro elemento de Z (que não esteja em 3Z), por exemplo 1e onsidere-se a lasse lateral à esquerda de 3Z que ontém 1,
1 + 3Z = { . . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, 10, . . . }.Observe-se que a reunião destes dois onjuntos 3Z e 1 + 3Z ainda não é o onjunto Z, porexemplo o inteiro 2 não está em qualquer um destes onjuntos. A lasse lateral à esquerda de

3Z que ontém 2 é dada por
2 + 3Z = { . . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, 11, . . . }.Claramente a reunião destes três onjuntos é Z e assim pode dizer-se que Z está partiionadonestas três lasses à esquerda de 3Z. Como Z é abeliano, as lasses laterais à esquerda m+3Ze à direita 3Z+m oinidem e portanto a partição de em lasses laterais à direita é a mesma.Para um subgrupoH dum grupo abeliano G, a partição de G em lasses laterais à esquerdade H e a partição de G em lasses laterais à direita referida anteriormente é preisamente amesma.Tendo em atenção a de�nição de relação de ongruênia módulo p, onde p ∈ N, podeobservar-se que a relação de equivalênia ∼d para o subgrupo pZ de Z é preisamente arelação de ongruênia módulo p. De fato, sejam h, k ∈ Z, tais que h ≡ k(mod p). Tem-se

h− k é divisível por p. Mas isso é equivalente a que h + (−k) ∈ pZ, ou seja h ∼d k. Assim,a partição de Z em subonjuntos de pZ é a partição de Z em lasses residuais módulo p. Porvezes, na literatura hamam-se aos subonjuntos destas partição subonjuntos módulo p.Exemplo 2.3.6. O grupo Z6 é abeliano. Enontre a partição de Z6 em subonjuntos dosubgrupo H = {0, 3}. Claramente um subonjunto é o próprio H. O subonjunto que ontémo 1 é 1 + {0, 3} = {1, 4}. O subonjunto que ontém o 2 é 2 + {0, 3} = {2, 5}. Uma vez quea reunião dos onjuntos {0, 3}, {1, 4} e {2, 5} é todo o onjunto Z6 então estes são todos ossubonjuntos pretendidos.Proposição 2.3.7. Sejam H um subgrupo dum grupo G e g ∈ G. Então a apliação
φ : H → gH

h → gh
,é bijetiva.



2.3. CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE 57Demonstração. Sejam h1, h2 ∈ H tais que,
φ(h1) = φ(h2).Então, por de�nição de φ,
gh1 = gh2.Como em G é válida a lei do orte, tem-se
h1 = h2.A sobrejetividade �ará omo exeríioé óbvio que se pode de�nir uma apliação injetiva de H em Hg, de forma análoga.O resultado anterior permite onluir que as lasses laterais à direita ou à esquerda de Htêm o mesmo número de elementos que H.Teorema 2.3.8 (Teorema de Lagrange). Seja H um subgrupo dum grupo �nito. Então aordem de H é um divisor da ordem de G.Demonstração. Sejam n e m as ordens de G e H respetivamente. Pela Proposição 2.3.7toda a lasse lateral de H tem o mesmo número de elementos que H. Seja r o número desubonjuntos na partição de G em lasses laterais à esquerda de H. Então n = rm e portanto

m é um divisor de n.Corolário 2.3.9. Todo o grupo G de ordem prima é gerado apenas por um elemento.Demonstração. Seja p a ordem prima de G. Seja a ∈ G\{e} e onsidere-se o subgrupo geradopor a, < a >. Este subgrupo tem pelo menos dois elementos, e e a. Pelo Teorema 2.3.8 , aordem m ≥ 2 de < a > deverá dividir p. Mas p é primo então m = p e < a >= G.De�nição 2.3.10. (índie de H em G) Seja H um subgrupo dum grupo G. O número delasses laterais à esquerda de H em G é hamado índie de H em G e denotado por [G : H].O índie de H em G poderá ser �nito ou in�nito. Claramente se G for �nito tem-se oseguinte orolário.Corolário 2.3.11. O índie de um subgrupo H dum grupo �nito G, [G : H], é dado por
[G : H] =

|G|
|H|Demonstração. Exeríio.



58 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.3.1 Exeríios1. Sejam (G, .) um grupo abeliano e H e K subgrupos de G. Prove que < H∪K >= HK.2. Prove o seguinte teorema:Teorema: Sejam H um subgrupo de G e a, b elementos quaisquer de G.3. Mostre que3.1. Os omplexos aH e bH oinidem se e só se b−1a ∈ H;3.2. Se b−1a /∈ H então aH ∩ bH = φ;3.3. ∪
a∈G

aH = G.4. Ilustre o resultado anterior om G = Z e H = 3Z.5. Determine todas as lasses laterais de 4Z omo subgrupo de5.1. Z5.2. 2Z.6. Para ada r ∈ R, seja Ar = {(x, y) ∈ R× R : y = 3x+ r}.6.1. Mostre que A0 é um subgrupo (aditivo) de R× R.6.2. Mostre que {Ar : r ∈ R} é uma família de lasses laterais de R×R relativamentea A0.6.3. Prove que {Ar}r∈R é uma partição de R× R e desreva-a geometriamente. In-dique também a orrespondente relação de equivalênia.



2.3. CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE 597. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a, b elementos quaisquer de G. Prove que7.1. Se aH = Ha e bH = Hb então (ab)H = H(ab);7.2. Se aH = Ha então a−1H = Ha−1.7.3. (ab)H = H(ac) então bH = cH.8. Seja H o subgrupo trivial do grupo G. Determine todas as lasses laterais à direita de
H em G.9. Seja G = {a, b, c, d, e, f} o grupo de�nido pela seguinte tabela. a b c d e f

a a b c d e f

b b c d e f a

c c d e f a b

d d e f a b c

e e f a b c d

f f a b c d eAverigue se ada um dos seguintes onjuntos é um subgrupo de G e, aso a�rmativo,determine a deomposição em lasses laterais.9.1. H = {a, d, e};9.2. H = {b, c, d, e};9.3. H = {a, d};9.4. H = {a, b, c, d, f};9.5. H = {a, c, e}.10. Sejam G,H e K grupos �nitos tais que H ⊆ G ⊆ K. Prove que
[K : H] = [K : G].[G : H].11. Sejam p um número primo e G um grupo de ordem p. Determine todos os subgruposde G.



60 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.4 Subgrupos Normais. De�nição e CaraterizaçãoDe�nição 2.4.1. Sejam G um grupo e H ≤ G. Se, para todo g ∈ G se tem
gH = Hg,diz-se que o subgrupo H de G é um subgrupo normal.Se H for um subgrupo normal de G usa-se a notação H ⊳G.Teorema 2.4.2. Sejam G um grupo, H ≤ G e g ∈ G, o subonjunto,

gHg−1 = {ghg−1, h ∈ H},é um subgrupo de G.Demonstração. Seja g ∈ G. O onjunto gHg−1 6= ∅ pois o elemento geg−1 = e ∈ H.Sejam a, b ∈ gHg−1. Então, a = gh1g
−1, para algum h1 ∈ H e b = gh2g

−1, para algum
h2 ∈ H. Mas, porque G é grupo, b−1 = gh−1

2 g−1. Assim, ab−1 = (gh1g
−1)(gh−1

2 g−1) =

(gh1)(g
−1g)(h−1

2 g−1). Por de�nição de elemento inverso e de elemento neutro em G tem-se ab−1 = (gh1)(h
−1
2 g−1). Logo, pela assoiatividade tem-se ab−1 = g(h1h

−1
2 )g−1. Como

H ≤ G,h1h
−1
2 ∈ H. Assim, ab−1 = gh3g

−1 para algum h3 ∈ H. Provou-se então que
∀a, b ∈ gHg−1, ab−1 ∈ gHg−1.Apresenta-se de seguida algumas araterizações para que um subgrupo H de um grupo
G seja um subgrupo normal.Teorema 2.4.3. [Caraterizações de um subgrupo normal℄ Sejam G um grupo e H ≤ G. Osubgrupo H é um subgrupo normal de G se e só se1. ghg−1 ∈ H para todo g ∈ G e h ∈ H;2. gHg−1 = H, para todo g ∈ G;3. gH = Hg, para todo g ∈ G.Demonstração. Prove-se que 1. ⇒ 2. Suponha-se que H é um subgrupo de G tal que ghg−1 ∈
H para todo g ∈ G e h ∈ H. Então, gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} ⊆ H, para todo g ∈ G.Pretende-se provar que gHg−1 = H. Dever-se-á provar que H ⊆ gHg−1, para todo g ∈
G. Seja h ∈ H. Substituindo na relação ghg−1 ∈ H, o elemento g por g−1 obtém-se
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g−1h(g−1)−1 = g−1hg = h1, h1 ∈ H. Consequentemente, h = gh1g

−1 ∈ gHg−1 e obtém-se
H ⊆ gHg−1 ompletando a prova de 2.Prove-se agora que 3.⇒ 1. Suponha-se que gH = Hg, para todo g ∈ G. Então gh = h1g,para algum h1 ∈ H e assim, ghg−1 ∈ H para todo g ∈ G e todo h ∈ H.Prove-se que 2. ⇒ 3. Suponha-se que gHg−1 = H, para todo g ∈ G então ghg−1 = h1,para algum h1 ∈ H, e portanto gh = h1g ∈ Hg. Logo gH ⊆ Hg. Analogamente, se tem
g−1hg = h2, para algum h2 ∈ H e portanto hg = gh2 e assim, Hg ⊆ gH.Proposição 2.4.4. Todo o subgrupo de um grupo abeliano é normal.Demonstração. Seja H um subgrupo dum grupo abeliano G. Então ghg−1 = (gh)g−1 =

(hg)g−1 = h(gg−1) = he = h para todo h ∈ H e g ∈ G. Pelo Teorema 2.4.3 H ⊳G.2.4.1 Exeríios1. Seja G um grupo. Se H e K são subgrupos normais de G, prove que H ∩ K é umsubgrupo normal de G.2. Seja G um grupo. Prove que o onjunto
C = {a ∈ G : ax = xa, para todo x ∈ G}é um subgrupo normal de G. A C é usual hamar-se entro de G.3. Sejam G um grupo, H ≤ G e K ⊳ G. Mostre que HK ≤ G e HK = KH.4. Sejam G um grupo, H ⊳ G e K ⊳ G, tais que H ∩K = {eG}. Prove que:

∀x ∈ H,∀y ∈ K,xy = yx.5. Sejam G um grupo, A um subgrupo de G e H um subgrupo normal de G. Mostre que
A ∩H é um subgrupo normal de A.6. Sejam G1, G

′

1 subgrupos de G tais que G′

1 é um subgrupo normal de G1.6.1. Prove que para qualquer subgrupo G2 de G, G′

1 ∩ G2 é um subgrupo normal de
G1 ∩G2.6.2. Para todo o subgrupo normal H de G se tem G

′

1H é um subgrupo normal de G1H.7. Seja G um grupo e H um seu subgrupo. Mostre que se [G : H] = 2 então H é normal.



62 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.5 Homomor�smo de GruposDe�nição 2.5.1 (Homomor�smos de grupos). Sejam G e G′ dois grupos. Suponha-se que seestá a usar notação multipliativa. Diz-se que ϕ : G→ G′ é um homomor�smo (ou mor�smo)de grupos se e só se
∀a, b ∈ G,ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).Exemplo 2.5.2. Seja q um inteiro. A função de�nida de Z em Z tal que a todo o inteiro nfaz orresponder qn é um homomor�smo de grupos.Exemplo 2.5.3. Seja x um elemento dum grupo. A função que faz orresponder a adainteiro n o elemento de G, xn , é um homomor�smo do grupo Z no grupo G pois xn+m =

xnxm, para quaisquer inteiros m,n ∈ Z.Teorema 2.5.4. Seja φ : G→ G′ um homomor�smo de grupos.1. Se e é a identidade de G, então φ(e) é a identidade de G′;2. Se a ∈ G, então φ(a−1) = φ(a)−1;3. Se H ≤ G, então φ(H) ≤ G′;4. Se K ′ ≤ G′, então φ−1(K ′) ≤ G.Demonstração. A demonstração de 1. e 2. já foi feita na primeira seção. Prove-se 3. Sejam
H ≤ G, e φ(H) = {φ(h), h ∈ H}. Observe-se em primeiro lugar que φ(H) 6= ∅. De fato,
e′ = φ(e) ∈ φ(H). Sejam a, b ∈ φ(H). Então,

a = φ(h1),para algum h1 ∈ H,
b = φ(h2),para algum h2 ∈ H. Então ab−1 = φ(h1)φ(h2)

−1 = φ(h1)φ(h
−1
2 ) = φ(h1h

−1
2 ), por 2. e porque

φ é um homomor�smo. Como H ≤ G,h1h
−1
2 ∈ H e assim, ab−1 ∈ φ(H). Provou-se então

∀a, b ∈ φ(H), ab−1 ∈ φ(H).Prove-se agora 4. Consideremos então
φ−1(K ′) = {a ∈ G : φ(a) ∈ K ′}.



2.5. HOMOMORFISMO DE GRUPOS 63Temos
e ∈ G : φ(e) = e′ ∈ K ′,pois K ′ ≤ G′. Assim φ−1(K ′) 6= ∅. Sejam agora a, b ∈ φ−1(K ′), então

φ(a), φ(b) ∈ K ′.Então,
φ(ab−1) = φ(a)φ(b−1) = φ(a)φ(b)−1 ∈ K ′.Assim, ab−1 ∈ φ−1(K ′).Proposição 2.5.5. Seja φ : G → G′ um homomor�smo de grupos. Com a notação intro-duzida na seção 1 prove que para x, y ∈ G,φ(xy) = φ(x)φ(y) e φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].Demonstração. Exeríio.De�nição 2.5.6 (Núleo dum homomor�smo de grupos). Seja φ : G→ G′ um homomor�smode grupos. O subonjunto de G,

φ−1({e′}) = {x ∈ G : φ(x) = e′}é o núleo de φ, denotado por Nu(φ) ou Ker(φ).Observe-se que Nu(φ) 6= ∅ porque e ∈ Nu(φ).Exemplo 2.5.7. Considere-se o grupo ({1,−1}, .) e a apliação θ : Z → {1,−1} o homo-mor�smo entre os dois grupos tal que a ada n ∈ Z faz orresponder (−1)n. O núleo dohomomor�smo θ é o subonjunto de Z formado por todos os inteiros pares.Exemplo 2.5.8. Considere-se o grupo (Q\{0}, .) e a apliação Ψ : Q\{0} → Q\{0}, ohomomor�smo entre os dois grupos tal que Ψ(x) = x2. Então Nu( Ψ) = {x ∈ Q\{0} : x2 =

1} = {1,−1}.Teorema 2.5.9. Sejam φ : G→ G′ um homomor�smo de grupos e H = Nu(φ). Seja a ∈ G.Então o subonjunto
φ−1({φ(a)}) = {x ∈ G : φ(x) = φ(a)}oinide om a lasse lateral à esquerda de H, aH,e também oinide om a lasse lateral àdireita de H, Ha. Consequentemente, as duas partições de G em lasses laterais à esquerdade H e em lasses laterais à direita de H respetivamente, oinidem.



64 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. Pretende-se provar que
φ−1({φ(a)}) = {x ∈ G : φ(x) = φ(a)} = aH.Prove-se a inlusão nos dois sentidos dos onjuntos anteriores.Suponha-se que φ(x) = φ(a). Então

φ(a)−1φ(x) = e′,onde e′ é a identidade de G′. Pelo Teorema 2.5.4, sabe-se que φ(a)−1 = φ(a−1), e assimtem-se
φ(a−1)φ(x) = e′.Como φ é um homomor�smo,

φ(a−1)φ(x) = φ(a−1x)e portanto
φ(a−1x) = e′.Mas o anterior mostra que que a−1x ∈ H = Nu(φ), e assim, a−1x = h, para algum h ∈ H e

x = ah ∈ aH. Isto mostra que
{x ∈ G : φ(x) = φ(a)} ⊆ aH.Para mostrar que
aH ⊆ {x ∈ G : φ(x) = φ(a)},seja y ∈ aH, ou seja y = ah, para algum h ∈ H. Então φ(y) = φ(ah) = φ(a)φ(h) = φ(a)e′ =

φ(a), e portanto y ∈ {x ∈ G : φ(x) = φ(a)}. De forma análoga se prova que
{x ∈ G : φ(x) = φ(a)} = Ha.Exemplo 2.5.10. Seja F o onjunto de todas as funções reais de variável real e seja D ogrupo aditivo das funções reais de variável real que são difereniáveis. A função φ : D → F ,tal que φ(f) = f ′, onde f ′representa a derivada de f , para todo f ∈ D. é fáil provar que φé um homomor�smo de grupos já que para quaisquer f, g ∈ D, φ(f + g) = (f + g)′ = f + g′ =

φ(f) + φ(g). Ora, Nu(φ) = {f ∈ D : φ(f) = 0} = {f ∈ D : f ′ = 0}, onde 0 representaa função onstante nula. Assim, Nu(φ) é formado por todas as funções onstantes queonstituem um subgrupo C de F . Enontre-se agora todas as funções que estão em D uja



2.5. HOMOMORFISMO DE GRUPOS 65imagem por φ é x2, ou seja, todas as funções difereniáveis uja derivada é x2. Sabe-se que
x3

3 é uma dessas funções. Pelo Teorema 2.5.9, o onjunto formado por todas essas funções éo onjunto x3

3 + C, o que paree familiar.Corolário 2.5.11. Um homomor�smo de grupos : G→ G′ é uma apliação injetiva se e sóse Nu(φ) = {e}.Demonstração. Prove-se em primeiro lugar que para quaisquer x, a ∈ G, tais que φ(x) = φ(a),então x = a. Observe-se que para todo a ∈ G, o onjunto
{x ∈ G : φ(x) = φ(a)} = a{e} = {a},pelo teorema anterior. Claramente obtém-se o resultado.Suponha-se agora que φ é injetiva, pelos resultados provados na primeira seção, sabe-seque φ(e) = e′, onde e′ é a identidade de G′. Como φ é injetiva, e é o únio elemento que étransformado em e′ por φ. Assim, Nu(φ) = {e}.Observe-se que o Teorema 2.5.9 permite também onluir que o núleo de um homomor-�smo φ : G→ G′ é um subgrupo normal.Ir-se-á provar este resultado tendo em atenção as araterizações de subgrupo e subgruponormal.Teorema 2.5.12. Seja φ : G→ G′ um homomor�smo de grupos. O subonjunto de G,Nu(φ),é um subgrupo normal de G.Demonstração. Note-se em primeiro lugar que Nu(φ) 6= ∅ pois e ∈ Nu(φ). Sejam agora

a, b ∈ Nu(φ). Tem-se
φ(a) = φ(b) = e′.Assim, φ(ab) = φ(a)φ(b) = e′e′ = e′, pois φ é um homomor�smo de grupos. Assim, ab ∈Nu(φ). Por outro lado φ(a−1) = φ(a)−1 = e′−1 = e′pelo que a−1 ∈ Nu(φ). Provou-se entãoque

∀a, b ∈ Nu(φ), ab ∈ Nu(φ)e,
∀a ∈ Nu(φ), a−1 ∈ Nu(φ).Por outro lado, Nu(φ) é um subgrupo normal de G, pois basta veri�ar que se g ∈ G e

a ∈ Nu(φ),
φ(gag−1) = φ(g)φ(a)φ(g−1) = φ(g)φ(a)φ(g)−1 = φ(g)φ(g)−1 = e′.



66 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSExeríio 2.5.13. Seja φ : G→ G′ um homomor�smo de grupos. Prove que :a) Se N ′ ⊳G′, então φ−1(H ′)⊳G. b) Se φ é um epimor�smo e N ⊳G, então φ(N)⊳G′.2.5.1 Exeríios1. Mostre que a omposiçãoa) entre dois homomor�smos é um homomor�smo;b) entre dois monomor�smos é um monomor�smo;) entre dois epimor�smos é um epimor�smo.2. Mostre que se φ é um homomor�smo entre os grupos (G, .) e (G′, ⋆), sendo u, u′, asidentidades de G e G′ respetivamente, se tem:2.1. φ(u) = u′;2.2. φ(a−1) = (φ(a))−1,∀a ∈ G.2.3. Se A é um subgrupo de G então φ(A) = {φ(a), a ∈ A} é um subgrupo de G′.3. Se A′ é um subgrupo de G′, então φ−1(A′) é um subgrupo de G, onde
φ−1(A′) = {x ∈ G : φ(x) ∈ A′}.3.1. Se φ é um epimor�smo e H ⊳G, então φ(H)⊳G′.3.2. Se H ′ ⊳ G′ então φ−1(H ′)⊳ G.3.3. Considere o grupo multipliativo dos reais não nulos e o seu subgrupo dos reaispositivos.4. Prove que a apliação

f : R\{0} → R+

x 7−→ x2é um homomor�smo entre os grupos onsiderados. Determine ker f e ℑf .5. Seja f o homomor�smo de (Z,+) em (Q\{0}), tal que
f(x) =







1 se x é par
−1 se x é ímparDetermine ker f .



2.6. GRUPOS COCIENTE 672.6 Grupos CoienteSejam G um grupo e H ≤ G. Quando H é um subgrupo normal de G, as relações deequivalênia ∼d e ∼e oinidem, pelo que é usual representar abreviadamente o onjuntooiente da seguinte forma:
G/ ∼d= G/ ∼e= G/HDe�ne-se em G/H uma operação tal que, para quaisquer a, b ∈ G,

(aH)(bH) = abH.Proposição 2.6.1. A operação de�nida anteriormente é onsistente om a estrutura de lasselateral ou seja, o resultado (produto) não depende dos representantes das lasses esolhidos.Demonstração. Sejam então aH = a′H, bH = b′H. Tem-se então a′ ∈ aH, e b′ ∈ bH. Ora,o anterior é equivalente a
a′ = ah1, b

′ = bh2 om h1, h2 ∈ H.Fazendo
a′b′ = ah1bh2,ora
h1b ∈ Hb = bH,pelo que,
h1b = bh′1,om h′1 ∈ H. Donde

a′b′ = ah1bh2 = abh′1h2 ∈ (ab)H.Assim,
(a′b′)H = (ab)H.Teorema 2.6.2. (Grupo oiente) Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Coma operação de�nida aima, G/H é um grupo (grupo oiente de G por H) e a apliação
π : G → G/H

a → aHé um epimor�smo (epimor�smo anónio assoiado a H).



68 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. De fato, para quaisquer aH, bH ∈ G/H, (aH)(bH) = abH ∈ G/H o quemostra que a operação é interna.Sejam agora aH, bH, cH ∈ G/H. Então ((aH)(bH))(cH) = ((ab)H)(cH) = ((ab)c)H =

(a(bc))H = (aH)((bc)H) = (aH)((bH)(cH)), o que mostra que a operação é assoiativa.
H(aH) = (eH)(aH) = (ea)H = aH

(aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH. Assim, eH é o elemento neutro de G/H. Mais,
(aH)(a−1H) = (aa−1)H = H

(a−1H) (aH) = (a−1a)H = H, para qualquer elemento a ∈ G. Assim G/H é um grupo.A a�rmação seguinte é de veri�ação trivial.2.6.1 Exeríios1. Seja G um grupo. Suponha que existe n ∈ Z tal que
∀a, b ∈ G, (ab)n = anbn.Considere os onjuntos,

Gn = {x ∈ G : xn = e} e Gn = {xn : x ∈ G},onde e denota o elemento neutro de G.1.1. Mostre que os onjuntos indiados são subgrupos normais de G.1.2. Mostre que se G é de ordem �nita então a ordem de Gn oinide om [G : Gn].Observação: Reorde que [G : Gn] denota a ordem do grupo G/Gn e que se doisgrupos são isomorfos têm a mesma ordem.2. Seja G o onjunto das transformações
ψa,b : R → R

x 7−→ ax+ bom a, b ∈ R e a 6= 0.2.1. Mostre que G onstitui um grupo para a omposição usual de apliações.2.2. Seja S = {f ∈ G : f(x) = x+ b, b ∈ R}. Mostre que S é um subgrupo normal de
G.



2.7. TEOREMA FUNDAMENTAL DO HOMOMORFISMO DE GRUPOS 692.3. Determine as lasses laterais de S em G.2.4. Mostre que G/S é isomorfo a R\{0}.3. Seja F(R) o grupo das funções reais de variável real para a adição usual de funções.3.1. Sendo f a função de�nida por f(x) = x+ 1, determine o subgrupo < f > geradopor f .3.2. Mostre que H = {hn ∈ F(R) : hn(x) = 3nx+3n, n ∈ Z} é um subgrupo de < f >.3.3. Determine a deomposição de < f > em lasses laterais esquerdas relativamente a
H.3.4. Veri�que se H é subgrupo normal de < f > .2.7 Teorema Fundamental do Homomor�smo de GruposTeorema 2.7.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e π : G → G/H oepimor�smo anónio. Seja φ : G → G′ um homomor�smo de grupos tal que H ⊆ Nu(φ).Então existe um únio homomor�smo φ⋆ : G/H → G′, tal que φ⋆(gH) = φ(g) e φ⋆ ◦ π = φ.Mais, φ⋆ é um epimor�smo se, e só se, φ é um epimor�smo e, φ⋆ é um monomor�smo se, esó se, H = Nu(φ).

G
φ→ G′

π ↓ ր
φ⋆

G/HDemonstração. A existênia da apliação φ⋆ está garantida pelos resultados da seção 1 e defato é únia. Para tal basta veri�ar que, em fae das ondições que lhe são exigidas, se terá, obrigatoriamente, para ada x ∈ G,
φ⋆(xH) = φ⋆(π(x)) = (φ⋆ ◦ π) = φ(x).Prove-se agora φ⋆ está bem de�nida. Sejam xH, yH ∈ G/H tais que

xH = yHDonde resulta
y−1x ∈ H ⊆ Nu(φ)ou seja
y−1x ∈ Nu(φ)



70 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSo que é equivalente a
φ(y−1x) = e′,onde e′ representa o elemento neutro de G′. O anterior é ainda equivalente a

φ(y−1)φ(x) = e′,ou seja
φ(y)−1φ(x) = e′.Mas a igualdade anterior é equivalente a
φ(y) = φ(x).Assim, provou-se que para todos xH, yH ∈ G/H, se

xH = yH então φ⋆(y) = φ⋆(x),ou seja φ⋆ está bem de�nida.Prove-se agora que φ⋆ é um homomor�smo de grupos.Sejam xH, yH ∈ G/H,
φ⋆(xHyH) = φ⋆(xyH),por de�nição de produto em G/H. Mas,

φ⋆(xyH) = φ(xy) = φ(x)φ(y),por de�nição de φ⋆ e porque φ é um homomor�smo de grupos. Assim,
φ⋆(xHyH) = φ(x)φ(y) = φ⋆(xH)φ⋆(yH),por de�nição de φ⋆. Finalmente, resulta da própria onstrução que se tem

φ⋆ ◦ π = φDe fato, para todo x ∈ G,
φ⋆ ◦ π(x) = φ⋆(π(x)),por de�nição de omposição de apliações.Mas,

φ⋆(π(x)) = φ⋆(xH) = φ(x).



2.7. TEOREMA FUNDAMENTAL DO HOMOMORFISMO DE GRUPOS 71Provou-se então,
∀x ∈ G,φ⋆ ◦ π(x) = φ(x),o que é equivalente a

φ⋆ ◦ π = φ.Prove-se a segunda parte do teorema.Se φ⋆ é um epimor�smo também φ o é, porque π é um epimor�smo e φ = φ⋆ ◦ π.Reiproamente, se φ é um epimor�smo, dado um elemento qualquer x′ ∈ G′ tem-se, paraalgum x ∈ G,
x′ = φ(x) = (φ⋆ ◦ π)(x) = φ⋆(π(x)),pelo que φ⋆ é sobrejetiva.Por outro ladoNu(φ⋆) = {xH ∈ G/H : φ⋆(xH) = e′}, por de�nição de Nu(φ⋆);

= {xH ∈ G/H : φ(x) = e′}, por de�nição de φ⋆;
= {xH ∈ G/H : x ∈ Nu(φ)}, por de�nição de Nu(φ).Pelo Corolário 2.5.11, φ⋆ é um monomor�smo se, e só se, Nu(φ⋆) = {H}. Por outro lado,para x ∈ Nu(φ), tem-se xH = H se, e só se, x ∈ H. Logo ter-se-á Nu(φ⋆) = {H} se, e sóse, x ∈ H. Logo, será Nu(φ⋆) = {H} se, e só se, Nu(φ) ⊆ H, o que, atendendo à hipótesedo teorema equivale a H = Nu(φ).Corolário 2.7.2 (Teorema do Homomor�smo). Sejam G e G′grupos e φ : G → G′ umhomomor�smo de grupos. Então φ(G) ≃ G/Nu(φ).Demonstração. Considere-se o diagrama

G
φ→ φ(G)

π ↓
G/Nu(φ)Pelo Teorema 2.7.1 existe um homomor�smo
φ⋆ : G/Nu(φ) → φ(G)tal que φ⋆ ◦ π = φ. Assim, tendo em atenção o que se disse no teorema anterior onlui-seque φ⋆ é uma bijeção, logo um isomor�smo.Proposição 2.7.3. Para um grupo G, tem-se G/{e} ≃ G e G/G ≃ {e}.



72 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. Exeríio.Corolário 2.7.4. (Primeiro Teorema do Isomor�smo) Seja φ : G → G′ um epimor�smo denúleo N . Se N ⊆ H ⊳G, então H ′ = φ(H)⊳G′ e tem-se
G/H ≃ G′/H ′.Demonstração. Pelo Exeríio 2.5.13 resulta que H ′ = φ(H) ⊳ G′. Para se estabeleer oisomor�smo pretendido onsidere-se a omposição de homomor�smos

G→
φ
G′ →

πH′

G′/H ′.Pelo Teorema 2.7.2, ter-se-á
G′/H ′ ≃ G/(Nu(πH′ ◦ φ)).MasNu(πH′ ◦ φ) = {x ∈ G : (πH′ ◦ φ)(x) = H ′}, por de�nição de Nu(πH′ ◦ φ);

= {x ∈ G : πH′ (φ(x)) = H ′}, por de�nição de omposição;
= {x ∈ G : φ(x)H ′ = H ′}, por de�nição de πH′ ;

= {x ∈ G : φ(x) ∈ H ′}, por de�nição de igualdade de lasses laterais
= φ−1(H ′), por de�nição de φ−1(H ′).Tem-se H ⊆ φ−1(H ′). Prove-se a inlusão ontrária φ−1(H ′) ⊆ H. Seja x ∈ φ−1(H ′).Então, φ(x) ∈ H ′. Como φ é sobrejetiva, existe h ∈ H tal que φ(x) = φ(h). Mas, φ(x) =

φ(h) é equivalente a φ(x)φ(h)−1 = e′, onde e′representa o elemento neutro de G′. Como φ éum homomor�smo, tem-se φ(xh−1) = e′, pelo que xh−1 ∈ Nu(φ) ⊆ H. Assim, xh−1 = h′,para algum h′ ∈ H, ou seja, x = h′h ∈ H. Assim, φ−1(H ′) ⊆ H. Daqui resulta queNu(πH′ ◦ φ) = φ−1(H ′) = H,e portanto obtém-se o isomor�smo pretendido.Corolário 2.7.5 (Segundo Teorema do Isomor�smo). Sejam M e N subgrupos normais dumgrupo G, onde M ⊆ N . Então N/M ⊳G/M e tem-se
G/N ≃ (G/M)/(N/M).



2.7. TEOREMA FUNDAMENTAL DO HOMOMORFISMO DE GRUPOS 73Demonstração. Existe uma apliação bem de�nida que é um homomor�smo φ : G/M → G/Ntal que φ(gM) = gN , para todo g ∈ G. Mais, esse homomor�smo é sobrejetivo e Nu(φ) =
N/M . Mas, pelo orolário 2.7.2 φ(G/M) ≃ (G/M)/Nu(φ). Assim, G/N é isomorfo a
(G/M)/(N/M), omo se pretende.Proposição 2.7.6. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G e seja K um subgrupo normalde G. Então o onjunto HK é um subgrupo de G, onde HK = {hn, h ∈ H e n ∈ K}.Demonstração. O onjunto HK ontém laramente a identidade de G. Sejam x, y ∈ HK.Dever-se-á provar que xy e x−1 são elementos de HK. Sejam então

x = hu, para algum h ∈ H e algum u ∈ K,

y = kv,para algum k ∈ H e algum v ∈ K.Então,
xy = (hk)(k−1ukv).Mas k−1uk ∈ K, pois K é normal. Assim, k−1ukv ∈ K, porque K é subgrupo de G. Damesma forma hk ∈ H. Tem-se então que xy ∈ HK. Prove-se agora que x−1 ∈ HK. Ora

x−1 = (hu)−1 = u−1h−1 = h−1(hu−1h−1).Mas, h−1 ∈ H pois H é subgrupo de G e hu−1h−1 ∈ K pois K é subgrupo normal de G.Tem-se então que x−1 ∈ HK. Provou-se que
∀x, y ∈ HK,xy ∈ HK.e,
∀x ∈ HK,x−1 ∈ HK.o que garante que HK é um subgrupo de G.Corolário 2.7.7 (Tereiro Teorema do Isomor�smo). Seja G um grupo e H um subgrupo de

G, e seja N um subgrupo normal de G. Então
HN/N ≃ H/(N ∩H).Demonstração. Tem-se que N ⊳HN ≤ G e N ∩H⊳H (prove!). Todo o elemento de HN/Né um subonjunto de N que é da forma hN para algum h ∈ H. Assim, se φ(h) = hN ,



74 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSpara todo h ∈ H então φ : H → HN/N é um homomor�smo sobrejetivo. Na verdade, umelemento de HN/N será da forma (hx)N , onde h ∈ H,x ∈ N . Mas
(hx)N = (hN)(xN) = (hN)N = φ(h).Por outro lado,Nu(φ) = {h ∈ H : φ(h) = N}, por de�nição de Nu(φ);

= {h ∈ H : hN = N}, por de�nição de φ;
= {h ∈ H : h ∈ N}, por de�nição de igualdade de lasses laterais;
= N ∩H, por de�nição de interseção de onjuntos.Mas, pelo orolário 2.7.2 φ(H) ≃ H/Nu(φ). Assim, HN/N é isomorfo a H/(N ∩ H)omo se pretende.2.7.1 Exeríios1. Seja G um grupo. Denote por Aut(G) o onjunto dos automor�smos de G.1.1. Prove que Aut(G) é um grupo para a omposição usual.1.2. Seja ιa a função de�nida da seguinte forma

ιa : G → G

g 7−→ a−1ga.Prove que InG = { ιa : a ∈ G} é um subgrupo normal de Aut(G).1.3. Considere a função
h : G → InG

a 7−→ ιa
−1Prove que h é um epimor�smo de grupos.1.4. Prove que InG é isomorfo a G/Z(G) onde Z(G) representa o entro de G.2. Sejam G, H dois grupos, J um subgrupo normal de G e K um subgrupo normal de H.a) Considere a função

f : G×H → G/J ×H/K

(x, y) 7−→ (xJ, yK)(i) Prove que f é um epimor�smo de grupos.



2.7. TEOREMA FUNDAMENTAL DO HOMOMORFISMO DE GRUPOS 75(ii) Determine ker f .b) Prove que G×H
J×K

é isomorfo a G/J ×H/K.3. Considere a apliação f : G→ H um homomor�smo de grupos. prove que:3.1. Se a imagem de f tem n elementos, então xn ∈ ker f para todo x ∈ G.3.2. Seja m um inteiro tal que m e |H| são primos entre si. Para todo x ∈ G, se
xm ∈ ker f então x ∈ ker f . Observe que |H| representa a ordem de H.4. Considere o onjunto R2, om a adição de�nida do modo usual.4.1. Veri�que que (R2,+

) é um grupo.4.2. Seja C =
{

(x, y) ∈ R2 : y = x
2

}. Prove que C ⊳ R2 e desreva o respetivo grupooiente R2/C.4.3. Dê uma interpretação geométria de R2 e de R2/C.5. Sejam (R,+) o grupo aditivo dos números reais, U o grupo multipliativo dos númerosomplexos de módulo unitário e < 2π > o grupo ílio gerado por 2π.Prove diretamente que R
<2π> é isomorfo a U .Sugestão: Tenha em atenção a apliação f : R → U

θ 7−→ eiθ = cisθ,
om |cisθ| = 1.6. Seja (G,+) o grupo aditivo formado por todas as suessões de números reais onde,

∀ (xn)n∈N , (yn)n∈N ∈ G, (xn)n∈N + (yn)n∈N = (xn + yn)n∈N.Considere o seguinte onjunto
H =

{

(xn)n∈N ∈ G : x1 + x2 = 0
}

.6.1. Mostre que H ⊳G ( ou seja, H é subgrupo normal de G).6.2. Dada a apliação f : G→ R, de�nida por
f((xn)n∈N) = x1 + x2mostre que f é um homomor�smo entre os grupos aditivos G e R. Averigúe,usando a de�nição, se f é sobrejetiva.6.3. Determine ker f e desreva o grupo oiente G

ker f .6.4. Sendo π : G → G
ker f o epimor�smo anónio, mostre diretamente que existe umhomomor�smo f∗ : G

ker f → R, tal que f∗ ◦ π = f .



76 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.8 Grupos CíliosViu-se anteriormente que ada subonjunto não vazio de um grupo G gera um determinadosubgrupo de G. Qualquer grupo pode ser de�nido pela indiação de um sistema de geradores,já que se tem sempre G =< G >. Nesta seção estudam-se os grupos que são gerados apenaspor um elemento.Seja então G um grupo e a ∈ G. Um subgrupo de G que ontém a, deverá onter a2.Então, também onterá a2a que é denotado por a3. Em geral, deverá onter an om n inteiropositivo (viu-se que em notação aditiva se tem na, n ∈ N). O onjunto das potênias deexpoente inteiro positivo de a é fehado para a multipliação. No entanto, é possível que oinverso de a não esteja neste onjunto. Mas laramente, se um subgrupo de G ontém a entãotambém onterá a−1 e portanto a−1a−1, que se denota por a−2 e, em geral, deverá onter
a−m, para m ∈ Z+. Mas, também ontém a identidade a0 = e = aa−1. Resumindo, umsubgrupo de G que ontém a, deverá onter todos os elementos da forma an(ou na, se se usara notação aditiva), para qualquer n ∈ Z. Ou seja, um subgrupo que ontém a deverá onter

{an, n ∈ Z}.Observe-se que estas potênias de a não neessitam de ser distintas.é fáil veri�ar-se que aman = am+n, para m,n ∈ Z.Teorema 2.8.1. Seja G um grupo e a ∈ G. Então H = {an : n ∈ Z} é um subgrupo de G eé o menor subgrupo de G que ontém a, ou seja, todo o subgrupo que ontém a ontém H.Demonstração. De fato, e = a0 ∈ H e portanto H 6= ∅. Como aras = ar+s, para r, s ∈ Z,tem-se que o produto de dois elementos de H ainda está em H. Assim H é fehado para aoperação que onfere a G a estrutura de grupo.Por outro lado, para ar ∈ H, a−r ∈ H, pois −r ∈ Z. Assim, usando o Teorema 2.2.8,tem-se que H ≤ G. Usando a argumentação feita antes do enuniado do teorema mostra-seque qualquer subgrupo de G que ontém a deverá onter H, e portanto H é o menor subgrupode G que ontém a.De�nição 2.8.2 (Subgrupo ílio). O grupo H = {an : n ∈ Z} do Teorema 2.8.1 é osubgrupo ílio de G gerado por a e será denotado por < a >.Note-se que, se G for aditivo, < a >= {na : n ∈ Z}.De�nição 2.8.3 (Gerador; grupo ílio). Um elemento a dum grupo G gera G e é hamadogerador de G se G =< a >. Um grupo é ílio se é gerado apenas por um elemento.



2.8. GRUPOS CÍCLICOS 77Não é difíil veri�ar que todo o grupo ílio é omutativo.Exemplo 2.8.4. Considere-se o grupo Z. Este grupo é ílio e é gerado pelo elemento 1 oupelo elemento −1.Exemplo 2.8.5. Seja Z4 = {0, 1, 3, 4}. Então Z4 é ílio e 1 e 3 são geradores de Z4, ouseja
< 1 >=< 3 >= Z4.Exemplo 2.8.6. O grupo {1, i,−1,−i} é ílio, pode-se tomar omo gerador i ou −i.Exemplo 2.8.7. Considere-se o grupo (Z,+). Vamos determinar < 3 >. Neste grupo anotação é aditiva e < 3 > deverá onter

3, 3 + 3 = 6, 3 + 3 + 3 = 9, e assim suessivamente...
0,−3,−3 + (−3) = −6,−3 + (−3) + (−3) = −9, e assim suessivamente...Por outras palavras, o subgrupo ílio gerado por 3 é onstituído por todos os múltiplos de 3,positivos, negativos e nulos. Assim, < 3 >= 3Z. De forma semelhante mostra-se que nZ é osubgrupo ílio < n > de Z. Note-se que 6Z ≤ 3Z.De�nição 2.8.8. Sejam G um grupo e a ∈ G. Diz-se que a tem ordem �nita em G seexistirem inteiros positivos e distintos r, s tais que ar = as.Neste aso usa-se a notação O(a) <∞.De�nição 2.8.9. Sejam G um grupo e a ∈ G. Diz-se que a tem ordem in�nita em G se oselementos a0, a, a2, . . . são todos distintos.Neste aso usa-se a notação O(a) = ∞.Proposição 2.8.10. Seja um grupo ílio G =< a > �nito. Então a tem ordem �nita.Demonstração. Suponha-se que < a > é �nito e onsider-se a apliação f : N →< a >de�nida por f(n) = an,∀n ∈ N. Se f fosse injetiva, N ≃ f(N), om f(N) ⊆<a >; omo N éin�nito < a > também o seria. Logo f não é injetiva. Portanto, existem inteiros positivosdistintos r, s tais que ar = as.Proposição 2.8.11. Seja um grupo ílio G =< a > �nito. Então G = {e, a, . . . , aγ−1}onde γ é igual ao menor dos naturais n tais que an = e.



78 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. Seja um grupo ílio G =< a > �nito. Pela proposição anterior existeminteiros positivos distintos r, s tais que ar = as. Ter-se-á r < s ou r > s. Sem perda degeneralidade admita-se que r < s. Tem-se s − r > 0. De ar = as, onlui-se que as−r = e.Logo existe um natural n tal que an = e e A = {n ∈ N : an = e} 6= ∅. Por N serparialmente ordenado, o onjunto A tem primeiro elemento γ, e tem-se aγ = e. Prove-seque < a >= {e, a, . . . , aγ−1}. é evidente que {e, a, . . . , aγ−1} ⊆< a >. Tome-se al ∈< a >.Tem-se então, l = γq + r, onde r ∈ {0, . . . , γ − 1} e q ∈ Z. Donde al = aγq+r = (aγ)qar =

ear = ar ∈ {e, a, . . . , aγ−1}. Logo < a >⊆ {e, a, . . . , aγ−1}. Assim, G = {e, a, . . . , aγ−1}.De�nição 2.8.12. Chama-se ordem dum elemento a ∈ G ao menor inteiro positivo n tal que
an = e.Usa-se a notação O(a). Da proposição anterior tem-se que se < a > é �nito, O(< a >) =

O(a). Se G é um grupo in�nito e a ∈ G tem ordem in�nita então o grupo ílio gerado por
a, < a >, tem ordem in�nita.2.8.1 Propriedades da Ordem de um Elemento1. O(e) = 1Demonstração. Trivial.2. O(a) = O(a−1)Demonstração. Suponha-se que O(a) = n. Então, an = e e aj 6= e, j ∈ {1, . . . , n − 1}.Demonstre-se que (a−1)n = e e (a−1)j 6= e para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}. Claramente
(a−1)n = (an)−1 = e. Suponha-se que existe j ∈ {1, . . . , n − 1} tal que (a−1)j = e. Então
(aj)−1 = e. Assim, aj = e o que é absurdo.3. Se a = cbc−1 então O(a) = O(b).Demonstração. Suponha-se que O(a) = n e prove-se que O(b) = n. Tem-se

an = (cbc−1)n = (cbc−1) · · · (cbc−1) = cbnc−1.Assim, de
cbnc−1 = an = e,vem

bn = e.



2.8. GRUPOS CÍCLICOS 79Suponha-se agora que existe j ∈ {1, . . . , n − 1} tal que bj = e. De a = cbc−1 resulta
b = c−1ac donde

bj = c−1ajc = e.Assim, existe j ∈ {1, . . . , n− 1} tal que aj = e o que é absurdo porque o(a) = n.4. O(am) ≤ O(a),∀m ∈ Z.Demonstração. Suponha-se que O(a) = n e que O(am) = k. Ora, por de�nição de ordemde um elemento, k é o menor inteiro positivo tal que (am)k = e. Mas (am)n = e, então
n ≥ k.5. Seja O(a) = n. Se md(m,n) = 1 então O(am) = O(a) = n.Demonstração. Por 4. tem-se que O(am) ≤ n. Prove-se que O(a) = n ≤ O(am). Comomd(m,n) = 1, pelo Teorema de Bezout, existem inteiros α, β tais que

1 = αm+ βn.Então,
a = aαm+βn = (am)α(an)β = (am)α.De a = (am)α podemos onluir que O(a) ≤ O(am).Proposição 2.8.13. Se O(a) = n e se m ∈ Z, então am = e se e só se m = kn, k ∈ Z ouseja m é múltiplo de n.Demonstração. Condição Neessária. Suponha-se que O(a) = n e am = e, om m ∈ Z.Prove-se que m é múltiplo de n.Tem-se

m = nq + r, r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, q ∈ Z.Então
e = am = anq+r = anqar = (an)qar = ar.Assim, r = 0 pois r ∈ {0, 1, . . . , n− 1} e O(a) = n. Portanto, m é múltiplo de n.Condição Su�iente. Suponha-se que m = nk, k ∈ Z. Então am = ank = (an)k = e, omose pretendia.Teorema 2.8.14. Todo o subgrupo dum grupo ílio é ílio.



80 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSDemonstração. Seja H um subgrupo do grupo ílio G =< a >. Suponha-se que H = {e},então H =< e > é ílio.Se H 6= {e}, seja am um elemento de H, de expoente positivo mínimo (justi�que a suaexistênia). Então dado arbitrariamente an ∈ H e onsiderando
n = mq + r, om 0 ≤ r < m, q ∈ Ztem-se
ar = an−mq = an.(am)−q ∈ H,pelo que r = 0. Donde an = amq = (am)q. Assim, H =< am >.Resulta deste teorema que se H 6= {e} é um subgrupo de G =< a >, então H =< am >,onde m é o menor inteiro positivo tal am ∈ H. Por outro lado, se H 6= {e} é um subgrupode um grupo ílio G, H é �nito ou in�nito onforme G é �nito ou in�nito.Exemplo 2.8.15. Seja G =< a > um grupo ílio de ordem 6. Tem-se H =< a4 >=

{e, a2, a4} =< a2 >, onde O(H) = 3.Teorema 2.8.16. Seja G um grupo ílio in�nito e H um seu subgrupo. Então [G : H] é�nito.Demonstração. No teorema anterior provou-se que H =< am > onde am é um elementode H, de expoente positivo mínimo. Prove-se então que G = H ⊕ Ha ⊕ · · · ⊕ Ham−1, éuma deomposição de G em lasses laterais e portanto [G : H] = m. Prove-se primeiro que
Hai ∩Haj = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {0, . . . ,m− 1} e G = H ∪Ha ∪ · · · ∪Ham−1. Suponha-seentão que existe x ∈ Hai ∩Haj , para alguns i, j ∈ {0, . . . ,m− 1} e i 6= j. Suponha-se, semperda de generalidade que i > j. Então,

x = (am)qai = (am)tajom q, t ∈ Z. Assim,
ai−j = (am)t−qe, portanto ai−j ∈ H o que ontraria o fato de m ser o menor inteiro positivo tal que

am ∈ H. Assim, Hai ∩ Haj = ∅ para i 6= j e i, j ∈ {0, . . . ,m − 1}. Prove-se agora que
G = Ha0 ∪Ha ∪ · · · ∪Ham−1. Seja at, t ∈ Z um elemento de G. Pelo algoritmo da divisão,existem q e r inteiros, om 0 ≤ r ≤ m− 1 tais que t = mq + r. Assim,

at = amq+r = (am)qar ∈ Har.



2.8. GRUPOS CÍCLICOS 81Portanto, G ⊆ Ha0 ∪Ha∪ · · · ∪Ham−1. Claramente H ∪Ha∪ · · · ∪Ham−1 ⊆ G. Das duasinlusões provou-se a igualdade.Teorema 2.8.17. Se G é um grupo ílio in�nito e m ∈ Z+, então existe um únio subgrupo
H tal que [G : H] = m.Demonstração. A existênia está garantida pelos dois resultados anteriores. Prove-se a uni-idade. Seja K um subgrupo de G tal que [G : K] = m. Como K é um subgrupo de G,pelo Teorema 2.8.14, K é ílio e é gerado por at, onde t é o menor inteiro positivo tal que
at ∈ K. Pelo Teorema 2.8.16, [G : K] = t, pelo que t = m e por onseguinte H = K.Apresentam-se de seguida alguns teoremas que araterizam os subgrupos dos gruposílios �nitos.2.8.2 Caraterização dos Subgrupos dos Grupos Cílios FinitosTeorema 2.8.18. Seja G um grupo ílio �nito de ordem n. Então todo o seu subgrupo
H 6= {e} é ílio e [G : H] é divisor de n.Demonstração. Pelo Teorema 2.8.14, H é ílio. Pelo Teorema de Lagrange, [G : H] é divisorde n.Teorema 2.8.19. Seja G um grupo ílio �nito de ordem n. Então G ontém um úniosubgrupo de ada ordem que divide n.Demonstração. Seja G =< a >, a 6= e. Seja d > 0 um qualquer divisor de n. Tem-se
n = kd, k ∈ Z+. Prove-se que existe um subgrupo de G de ordem d e de seguida, prove-seque esse subgrupo é únio. Veja-se que H = {e, ak, a2k, . . . , a(d−1)k} é um subgrupo de G.Claramente H é um subonjunto não vazio de G. Como G é �nito, para provar que H é umsubgrupo de G basta provar que para quaisquer elementos aik, ajk, i, j ∈ {0, . . . , d− 1},

aikajk = a(i+j)k ∈ H.De fato,1. se i+ j ≤ d− 1, então a(i+j)k ∈ H, por de�nição.2. se i+ j ≥ d então dividindo i+ j por d tem-se
i+ j = qd+ r, 0 ≤ r < d.



82 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSConsequentemente a(i+j)k = a(qd+r)k = aqdkark = (adk)qark = (an)qark = ark, r ∈ {0, . . . , d−
1}. Assim, a(i+j)k ∈ H. Viu-se então que H é um subgrupo de G de ordem d. Mais, peloTeorema de Lagrange, a ordem do subgrupo H divide a ordem do grupo.Resta provar a uniidade. Admita-se que H ′ é um subgrupo de G de ordem d. Como G éílio, então H ′ é ílio e gerado por am um elemento de H, de expoente positivo mínimo.Então, [G : H ′] = m e pelo Teorema de Lagrange n = md. Como n = kd tem-se kd = md.Assim, k = m pelo que H ′ =< ak > e portanto H ′ = H.A demonstração do teorema anterior india-nos um proesso de determinação dos ger-adores de um subgrupo de um grupo ílio �nito.Exemplo 2.8.20. Seja G um grupo ílio de ordem 6 gerado por a. O grupo G tem umúnio subgrupo de ordem 3, H. Como 6 = 2× 3, tem-se que H é o subgrupo de G gerado por
a2, ou seja, H = {e, a2, a4}.Teorema 2.8.21. Seja G um grupo �nito de ordem n, não prima. Então G tem pelo menosum subgrupo próprio.Demonstração. Exeríio.Teorema 2.8.22. Se G é um grupo �nito de ordem prima, então G é ílio e qualquer doselementos distintos da identidade lhe serve de gerador.Demonstração. Suponha-se que O(G) = n, om n primo. Se G = {e} a demonstração étrivial. Seja H =< a >, om a 6= e. Note-se que a tem ordem �nita porque G é �nito. Vamosver que H = G. Como O(H)|O(G), então O(H) = 1 ou O(H) = n. Mas H 6= {e}. Logo
O(H) = n. Assim, H = G.Mostrar-se-á agora que é possível identi�ar todos os grupos ílios ( a menos de isomor-�smo ).Teorema 2.8.23. Seja G um grupo ílio, então G é isomorfo a Z ou a Zm, para m ∈ N.Demonstração. Seja G =< a >. De�na-se a apliação:

θ : Z → G

n → anA apliação θ é um homomor�smo de grupos, de fato, para quaisquer n,m ∈ Z,
θ(n+m) = an+m = anam = θ(n)θ(m).



2.8. GRUPOS CÍCLICOS 83Claramente θ é um epimor�smo. Apliando o Teorema do Homomor�smo, tem-se que
< a >≃ Z/Nu(θ).Se θ é injetiva, então Nu(θ) = {0}, pelo que

Z/Nu(θ) ≃ Z/{0} ≃ Ze portanto
< a >≃ Z.Se θ não é injetiva, então Nu(θ) 6= {0} e porque Nu(θ) ≤ Z, haverá em Nu(θ) númerospositivos (porquê?). Seja então m o menor positivo em Nu(θ). Tomando arbitrariamente

n ∈ Nu(θ), divida-se n por m. Tem-se então:
n = mk + r, om 0 ≤ r < m.Assim,

θ(n) = an = amk+r = (am)kar = ar.Como n ∈ Nu(θ), ar = e e portanto r ∈ Nu(θ). Mas então r = 0 uma vez que r < m e m éo menor positivo em Nu(θ), pelo que
n = mk, k ∈ Z.Assim n ∈ mZ. Reiproamente, seja y um elemento de mZ. Então y = ms, para algum

s ∈ Z. Tem-se
θ(y) = θ(ms) = ams = (am)s = e,pelo que ms ∈ Nu(θ). Assim, Nu(θ) = mZ.Pelo Teorema Fundamental do Homomor�smo,

< a >≃ Z/mZ = Zm.



84 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS2.8.3 Exeríios1. Seja a ∈ G um elemento de ordem �nita (a 6= e). Prove que:1.1. O(ak) divide O(a);1.2. Se ap = e e p é um número primo então O(a) = p;1.3. Se O(a) = km então O(ak) = m;1.4. Se O(a) = n e n é ímpar então O(a2) = n;1.5. Se O(a) = n e ar = as então n é um divisor de r − s;1.6. Se O(a) = mk e ark = e então r é múltiplo de m.2. Seja G = 〈a〉 , a 6= eG, onde eG denota o elemento neutro de G.2.1. Se a56 = a73, qual é a ordem de G?2.2. Se a58 = a73, que se pode dizer sobre a ordem de G? E qual seria, neste aso, aordem do subgrupo gerado por a7?3. Mostre que num grupo �nito G de ordem m,
∀g ∈ G, gm = e.4. Considere de�nida num grupo G a seguinte relação,

aRb se e só se ∃g ∈ G : b = gag−1.Se aRb diz-se que a e b são elementos onjugados.4.1. Prove que R é uma relação de equivalênia.4.2. Prove que elementos onjugados têm a mesma ordem.5. Seja G o grupo ílio de ordem 6 gerado por a.Considere os seguintes subgrupos de G,
H = {e, a2, a4},K = {e, a3}.Indique os elementos e esreva a tabela dos grupos oiente G/H e G/K.6. Considere o grupo ílio, G, gerado por um elemento a de ordem 12.



2.8. GRUPOS CÍCLICOS 856.1. Indique todos os subgrupos de G de ordem 6. Justi�que.6.2. Prove que H = {e, a4, a8} é um subgrupo de G.6.3. Deomponha G em lasses laterais à direita segundo H. Justi�que.7. Esreva os subgrupos de Z12 gerado por 6 e 9.8. Mostre que Z2 × Z3 é um grupo ílio.9. Sejam H,H∗,K,K∗ grupos.9.1. Prove que se H é isomorfo a H∗ e K é isomorfo a K∗ então H ×K é isomorfo a
H∗ ×K∗.9.2. Prove que C3 × C2 é isomorfo a C6. Onde Cn é o grupo ílio de ordem n.9.3. Justi�que que Z3 × Z2 é isomorfo a Z6 usando as duas alíneas anteriores.10. Seja G o grupo Z15 e H =< 5 > um subgrupo de G. Indique todas as lasses lateraisde H. Para ada lasse lateral indique os seus elementos.11. Seja G um grupo e a, b ∈ G. Prove que:11.1. Se a, b e ab têm ordem 2 então a e b omutam.11.2. Se O(a) = m,O(b) = n, om m,n primos entre si, e se k, r ∈ Z são tais que ak 6= eou br 6= e, então ak 6= br.11.3. Se a, b omutam, O(a) = m,O(b) = n, om m,n primos entre si, então O(ab) =

mn.12. Seja H = {at, t ∈ Z} um grupo ílio in�nito. Determine um subgrupo K de H talque [H : K] = 7.13. Seja G =< a > um grupo ílio. Sejam m,n ∈ N.Sejam H =< am > e K =< an > . Prove que:13.1. < H ∪K >=< ad >, onde d é o máximo divisor omum entre m e n.13.2. < H ∩K >=< ac >, onde c é o minimo múltiplo omum entre m e n.14. Sejam (G, .) um grupo ílio, (G′, ⋆) um grupóide e φ : G → G′ um epimor�smode grupóides. mostre que:



86 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS14.1. G′ é grupo ílio.14.2. Se G é grupo de ordem �nita então a ordem de G′ divide a ordem de G.2.9 O Grupo SimétrioSeja X um onjunto não vazio.De�nição 2.9.1. Chama-se permutação de X a toda a apliação bijetiva de X em X.Denota-se por SX o onjunto de todas as permutações de X. Enuniam-se algums resul-tados:1. A omposta de duas bijeções é uma bijeção.2. A omposta de apliações é assoiativa.3. A apliação ǫ : X → X tal que ∀x ∈ X, ǫ(x) = x é o elemento neutro para a omposiçãode funções de�nidas em X.4. Se f é uma bijeção de�nida em X, existe uma bijeção f −1 : X → X tal que f
−1 ◦ f = f◦ f−1 = ǫ, onde f −1 : X → X tal que f −1(y) = x se e só se y = f(x).Das observações anteriores resulta que (SX , ◦) é um grupo.Suponha-se queX = {a1, a2, . . . , an} é um onjunto não vazio e �nito. O elemento σ ∈ SXpode ser representado pela tabela:

σ =





a1 a2 · · · an

σ(a1) σ(a2) · · · σ(an)



 . (2.8)A natureza dos objetos ai, i ∈ {1, . . . , n} não tem qualquer importânia para o estudo daspermutações. Interessa saber apenas o ardinal de X. Assim,. para failitar a manipulaçãodas permutações toma-se para X = {1, . . . , n}, onde os símbolos 1, 2, . . . , n dum modo geralnão têm qualquer signi�ado numério. Representam n objetos distintos.Denota-se também SX por Sn. Chama-se por vezes a Sn grupo simétrio de grau n. Ogrupo Sn tem n! elementos.Assim, em vez da representação 2.8 usar-se- á para σ a representação:
σ =





a1 a2 · · · an

x1 x2 · · · xn







2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 87onde xi = σ(ai) para todo i ∈ {1, . . . , n}.2.9.1 Produto de PermutaçõesSejam σ e η dois elementos de Sn, onde
σ : i→ σ(i) = xie
η : j → η(j) = yjonde i, j ∈ {1, . . . , n}. De�na-se σ η = η ◦σ. Temos pois

ση(i) = η ◦ σ(i) = η(σ(i)) = η(xi).De modo análogo,
ησ(j) = σ ◦ η(i) = σ(η(j)) = σ(yj).Em geral

ση 6= ησExemplo 2.9.2. Sejam σ =





1 2 3 4

2 3 4 1



 e η =





1 2 3 4

3 1 4 2



De
ση(i) = η[σ(i)] = η(xi),tem-se

ση(1) = η[σ(1)] = η(2) = 1

ση(2) = η[σ(2)] = η(3) = 4

ση(3) = 2

ση(4) = 3.Então, na prátia, o álulo do produto de duas permutações poderá ser organizado daseguinte forma:
ση = η ◦ σ =





1 2 3 4

2 3 4 1









2 3 4 1

1 4 2 3



 =





1 2 3 4

1 4 2 3







88 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSObserve-se que
η =





1 2 3 4

3 1 4 2



 =





2 3 4 1

1 4 2 3





ησ = σ ◦ η =





1 2 3 4

3 1 4 2









3 1 4 2

4 2 1 3



 =





1 2 3 4

4 2 1 3



 .Tem-se
ση 6= ησ.O elemento neutro de Sn é a permutação

ǫ =





1 2 3 · · · n

1 2 3 · · · n



e a inversa duma permutação
σ =





1 2 3 · · · n

x1 x2 x3 · · · xn





σ−1 =





x1 x2 x3 · · · xn

1 2 3 · · · n



 ,Exemplo 2.9.3. A inversa de σ =





1 2 3

2 1 3



 é σ−1 =





1 2 3

2 1 3



. Repare-se que
σσ−1 = σ−1σ = ǫ.2.9.2 Classe de Permutações ComutáveisComee-se por ilustrar esta subseção om um exemplo.Considerem-se as permutações σ e η de S6 de�nidas por:

σ =





1 2 3 4 5 6

2 3 1 4 5 6



e
η =





1 2 3 4 5 6

1 2 3 5 6 4



 .Veri�que que ση = ησ. Este fato será aidental ou ilustrará uma lasse de permutaçõesomutáveis?



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 89Observe-se que σ e η deixam invariantes partes omplementares do domínio, o onjunto
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Os onjuntos A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6} onstituem uma partição de X;

σ deixou invariante o onjunto B e η deixou invariante o onjunto A. Assim, formalizando:Seja {a1, a2, . . . , au, b1, b2, . . . , bv}, u+ v = n uma partição de {1, 2, . . . , n}.
• σ atua sobre a1, a2, . . . , au e deixa b1, b2, . . . , bv invariantes.
• η atua sobre b1, b2, . . . , bv e deixa a1, a2, . . . , au invariantes.Então,

σ =





a1 a2 · · · au b1 b2 · · · bv

σ(a1) σ(a2) · · · σ(au) b1 b2 · · · bv



e
η =





a1 a2 · · · au b1 b2 · · · bv

a1 a2 · · · au η(b1) η(b2) · · · η(bv)



 .Tem-se, ση = η ◦ σ = σ ◦ η = ησ. De fato,
ση = η ◦ σ = σ ◦ η = ησ =





a1 a2 · · · au b1 b2 · · · bv

σ(a1) σ(a2) · · · σ(au) η(b1) η(b2) · · · η(bv)



2.9.3 Deomposição de uma permutação num produto de ilosSeja {a1, a2, . . . , au, b1, b2, . . . , bv}, u+ v = n uma partição de {1, 2, . . . , n}.De�nição 2.9.4. Chama-se ilo de omprimento u à permutação θ ∈ Sn de�nida por














θ(ai) = ai+1,i ∈ {1, . . . , u− 1}
θ(au) = a1

θ(bj) = bj, j ∈ {1, . . . , v}.Ou seja,
θ =





a1 a2 · · · au b1 b2 · · · bv

a2 a3 · · · a1 b1 b2 · · · bv. Em geral, representa-se θ indiando apenas os elementos sobre os quais ela atua (ou seja, oselementos que move),
θ =

(

a1 a2 · · · au

)

.Diz-se também que θ é um ilo de omprimento u. Um ilo de omprimento 1 é apermutação identidade. Dois ilos que atuam sobre subonjuntos disjuntos dizem-se ilosdisjuntos. Assim, dois (ou mais) ilos disjuntos omutam.



90 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSExemplo 2.9.5. Em S6,




1 2 3 4 5 6

3 2 4 5 6 1



 =
(

1 3 4 5 6
)(

2
)

=
(

1 3 4 5 6
). Opróximo teorema não será demonstrado. Apenas faremos uma ilustração deste teorema.Teorema 2.9.6. Toda a permutação de Sn pode deompor-se num produto de ilos disjuntosdois a dois.Seja σ ∈ S6, tal que σ =





1 2 3 4 5 6

3 1 2 4 6 5



. Proeda-se à fatorização de σ numproduto de ilos.Seja
θ1 =





1 3 2

3 2 1



 =
(

1 3 2
)

.Como σ atua sobre X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e θ1 atua sobre {1, 2, 3} ⊂ X, ontinua-se oproesso. Considere-se um dos elementos de X que não pertene a {1, 2, 3}. Seja b1 = 4.Obtém-se
θ2 =





4

4



 = (4) .Como {1, 2, 3}∪ {4} ⊂ X, ontinua-se o proedimento omo anteriormente. Seja c1 =

5;vem
θ3 =





5 6

6 5



 =
(

5 6
)

.O ilo θ3 atua sobre o onjunto {5, 6}. Como {1, 2, 3, 4} ∪ {5, 6} = X, o proessoterminou em 3 passos. Tem-se a fatorização:
σ = θ1θ2θ3 =

(

1 3 2
)(

4
)(

5 6
)

.Atendendo às observações anteriores,
σ = θ1θ2θ3 =

(

1 3 2
)(

5 6
)

.Seguem-se algumas observações:1. A ordem dos fatores é arbitrária pois os ilos omutam dois a dois.2. Dadas duas permutações, se na fatorização de uma delas existir algum ilo que nãoexiste na fatorização da outra então as permutações dadas são neessariamente distin-tas.



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 913. A deomposição de uma permutação num produto de ilos é pois, únia a menos daordem.Teorema 2.9.7. Seja θ =
(

a1 a2 · · · am

) um ilo de omprimento m. Então aordem de θ é m.Teorema 2.9.8. A ordem de uma permutação σ ∈ Sn é igual ao mínimo múltiplo omumdas ordens dos ilos em que esta se deompõe.Demonstração. Seja σ = θ1θ2 · · · θk onde θ1, θ2, . . . , θk são ilos disjuntos 2 a 2. Suponha-seque O(θi) = µi, i ∈ {1, . . . , k}. Vamos ver que
O(σ) = c = mm(µ

1
, . . . , µk).Como os ilos omutam 2 a 2 tem-se:

σc = (θ1θ2 · · · θk)c = θc1θ
c
2 · · · θkc.Mas, sendo c = mm(µ

1
, . . . , µk), c = αiµi,αi ∈ Z+,

θci = θαiµi, = (θµi

i )αi = ε
αi = ε.Assim,

σc = ε.Seja agora m ∈ N tal que
σm = ε.Mostre-se que m é múltiplo de c o que garante que O(σ) = c. De σm = ε resulta que

θm1 θ
m
2 · · · θkm = ε,e, da igualdade anterior vem

θm1 = (θm2 · · · θkm)−1, (2.9)mas, tendo em atenção que uma permutação e a sua inversa atuam sobre o mesmo onjuntoe, omo os ilos anteriores são disjuntos 2 a 2, de (2.9) tem-se,
θm1 = ε.Proedendo de modo análogo para todo i, onlui-se:
θmi = ε.



92 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSMas,
θmi = ε⇔ m = βiµi, i ∈ {1, . . . , k}.Atendendo a que c = mm(µ1, . . . , µk) tem-se então

m = αc, α ∈ N.

Exemplo 2.9.9. Seja σ ∈ S8, σ =
(

1 2
)(

3 4 5
)(

6 7 8
)

, então
O(σ) = mm(2, 3) = 6.2.9.4 Permutações ConjugadasDe�nição 2.9.10. Duas permutações σ, η ∈ Sn dizem-se onjugadas se existir uma permu-tação ξ ∈ Sn tal que

σ = ξ−1ηξ.Note-se que, se existe uma permutação ξ tal que σ = ξ−1ηξ equivale a dizer que existeuma permutação τ tal que η = τ−1στ , om τ = ξ−1.Suponhamos que
η = θ1θ2 · · · θkonde θi são ilos disjuntos dois a dois, i ∈ {1, . . . , k}. Então,

σ = ξ−1ηξ = (ξ−1θ1ξ)(ξ
−1θ2ξ) · · · (ξ−1θkξ)onde, para ada i ∈ {1, . . . , k}, ξ−1θiξ é um ilo de omprimento igual ao de θi e portanto,duas permutações onjugadas deompõem-se em ilos do mesmo omprimento.Mais, se θ =

(

a1 a2 · · · am

) é um ilo arbitrário de omprimento m, ξ−1θξ éum ilo que atua sobre o onjunto {ξ(a1), . . . , ξ(am)} isto é:
ξ−1θξ =

(

ξ(a1) ξ(a2) · · · ξ(am)
)

.



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 932.9.5 Regra Prátia para o Cálulo de uma Permutação ConjugadaA permutação ξ−1θξ obtém-se de θ apliando ξ aos objetos sobre os quais θ atua.Exemplo 2.9.11. Seja σ =
(

1 3
)(

2 4 5
) e ξ =





1 2 3 4 5

2 4 5 1 3



. Calulea onjugada de σ usando ξ. Tem-se
ξ−1σξ =

(

ξ(1) ξ(3)
)(

ξ(2) ξ(4) ξ(5)
)

=
(

2 5
)(

4 1 3
)

.De seguida on�rme-se usando o produto das respetivas permutações:
ξ−1σξ =





1 2 3 4 5

4 1 5 2 3









1 2 3 4 5

3 4 1 5 2









1 2 3 4 5

2 4 5 1 3





=





1 2 3 4 5

3 5 4 1 2





=
(

1 3 4
)(

2 5
)

=
(

2 5
)(

3 4 1
)

=
(

2 5
)(

4 1 3
)

.2.9.6 TransposiçõesDe�nição 2.9.12. Chama-se transposição a um ilo de omprimento 2.Uma transposição troa a ordem dos elementos sobre os quais atua (sentido estrito).Com efeito, a transposição
ζ =

(

a b
)não é mais do que o ilo  a b

b a



 , ζ(a) = b, ζ(b) = a. é óbvio que ζ2 =
(

a b
)2

=

(

a b
)(

a b
)

= ǫ e que ζ−1 =
(

a b
)−1

=
(

b a
)

= ζ. Uma transposição é amais simples permutação não trivial (6= ǫ).Diz-se que uma permutação σ ∈ Sn se deompõe ou fatoriza num produto de trans-posições se existir s ∈ N e transposições ζ1, . . . , ζs tal que
σ = ζ1 · · · ζs.



94 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSé fáil ver que todo o ilo (6= ǫ) se deompõe num produto de transposições. Com efeito,seja θ = ( a1 a2 · · · am

). Tem-se
θ =

(

a1 a2

)(

a1 a3

)

· · ·
(

a1 am

)

.Atenção!! Esta deomposição não é únia. Com efeito, seja θ =
(

1 2 3 4
)

∈
S6. Tem-se θ =

(

1 2
)(

1 3
)(

1 4
). No entanto, θ =

(

2 3 4 1
)

=
(

2 3
)(

2 4
)(

2 1
). Viu-se atrás que toda a permutação se pode ompor numproduto de ilos disjuntos. Assim, pode-se esrever o seguinte teorema:Teorema 2.9.13. Toda a permutação de Sn (n ≥ 2) diferente da identidade é um produtode transposições.De fato, basta ver que todo o ilo se deompõe num produto de transposições.Observações:1. Viu-se que ilos disjuntos são omutáveis.2. é fáil veri�ar que, por exemplo em S3, ( 1 2

)(

1 3
)

6=
(

1 3
)(

1 2
).Isto mostra-nos que na fatorização de uma permutação em transposições a ordem dosfatores é importante.3. Em tal deomposição o número de�fatores� não é �xo. Por exemplo, em S3

(

1 2
)(

1 3
)

=
(

1 2
)(

2 3
)(

2 3
)(

1 3
)

=
(

1 2
)(

2 3
)(

3 2
)(

1 3
).O próximo teorema permite onluir que o grupo simétrio é gerado por n− 1 elementos.Teorema 2.9.14. O grupo simétrio Sn é gerado pelas n− 1 transposições

(

1 2
)

,
(

1 3
)

, . . . ,
(

1 n
)

.Demonstração. Viu-se que todo o ilo θ se deompõe num produto de transposições
(

ai aj

)

, i 6= j,onsequentemente qualquer permutação se deompõe num produto de transposições da forma
(

ai aj

)

, i 6= j, ai, aj ,∈ {1, . . . , n}. Mostre-se que ada transposição se pode deompornum produto de elementos do onjunto
G = {

(

1 2
)

,
(

1 3
)

, . . . ,
(

1 n
)

}.



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 95é fáil veri�ar que
τ =

(

ai aj

)

=
(

1 aj

)(

1 ai

)(

1 aj

)

.Então qualquer permutação σ ∈ Sn se pode deompor num produto de elementos de G oque prova que G gera Sn, omo pretendido.Exemplo 2.9.15. Em S3,
(

2 3
)

=
(

1 3
)(

1 2
)(

1 3
).2.9.7 Paridade de uma PermutaçãoConsidere-se a função △ de�nida nas variáveis x1, x2, . . . , xn do modo seguinte:

△(x1, x2, . . . , xn) =

n
∑

i,j=1,i<j

∏

(xi − xj)ou seja,
△ = (x1 − x2) (x1 − x3) · · · (x1 − xn−1) (x1 − xn)

(x2 − x3) · · · (x2 − xn−1) (x2 − xn)

· · ·
(xn−2 − xn−1) (xn−2 − xn)

(xn−1 − xn).Sendo σ uma permutação de Sn que atua sobre as variáveis x1, x2, . . . , xn represente-sepor △σa expressão que se obtém da expressão anterior substituindo xi por σ(xi), ou seja:
△σ =

n
∑

i,j=1,i<j

∏

(σ(xi)− σ(xj)).é óbvio que
△σ = ±△ = ξ(σ)△,onde ξ(σ) = ±1. Pode assim interpretar-se ξ(σ) omo o valor de uma função ξ de�nida em

Sn do seguinte modo:
ξ : Sn → {1,−1}

σ → ±1
.Se ξ(σ) = 1 diz-se que σ é uma permutação par.Se ξ(σ) = −1 diz-se que σ é uma permutação ímpar.à função ξ hama-se aráter alternante de Sn.



96 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSTeorema 2.9.16. A função ξ é um homomor�smo.O teorema anterior traduz que, para todas as permutações σ e η de Sn se tem:
ξ(ση) = ξ(σ)ξ(η).A expressão anterior permite onluir que:O produto de duas permutações da mesma paridade é uma permutação par e o produtode duas permutações de paridades distintas é uma permutação ímpar.Exeríio 2.9.17. A identidade de Sn é uma permutação par.Exeríio 2.9.18. Duas permutações inversas têm a mesma paridade.Exeríio 2.9.19. Duas permutações onjugadas têm a mesma paridade.Teorema 2.9.20. As transposições são permutações ímpares.Teorema 2.9.21. A paridade de uma permutação σ ∈ Sn oinide om a paridade do númerode transposições em que se deompõe.Demonstração. De aordo om o Teorema 2.9.13, σ pode deompor-se num produto de trans-posições:
σ = τ1τ2 · · · τs,onde τj, j ∈ {1, . . . , s} é uma transposição.Então

ξ(σ) = ξ(τ1τ2 · · · τs) = ξ(τ1)ξ(τ2) · · · ξ(τs) = (−1)s.Assim, ξ(σ) = 1 se e só se s é par e ξ(σ) = −1 se e só se s é ímpar.Assim, o anterior signi�a que:
σ é par se e só se σ se deompõe num número par de transposições;
σ é ímpar se e só se σ se deompõe num número ímpar de transposições.Exemplo 2.9.22. A permutação σ =

(

1 3 5
)(

2 4 8
)

∈ S8 é par. De fato,
σ =

(

1 3
)(

1 5
)(

2 4
)(

2 8
)

, ξ(σ) = (−1)4 = 1.



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 972.9.8 Teorema de CayleyConsidere-se qualquer tabela de grupo. Note-se que ada linha fornee uma permutação doselementos do grupo dispostos no topo da tabela. Analogamente, ada oluna da tabela forneeuma permutação do onjunto dos elementos do grupo que se enontram dispostos à esquerdada tabela. Então, não é surpreendente que todo o grupo �nito G é isomorfo a um subgrupodo grupo SG de todas as permutações de G. O mesmo é verdadeiro se o grupo for in�nito. Oteorema de Cayley diz que todo o grupo é isomorfo a algum a algum grupo de permutaçõesom a operação de multipliação de permutações já de�nida. Este é um resultado simples eintrigante e é um lássio da teoria de grupos.A demonstração deste teorema será separada em 3 passos. Considere-se um grupo Gqualquer.passo 1 Enontrar um onjunto G′ de permutações, andidato a formar um grupo om a oper-ação usual de multipliação de permutações e que seja isomorfo a G.passo 2 Provar que G′é um grupo usando a multipliação de permutações.passo 3 De�nir uma apliação Φ : G→ G′ e mostrar que Φ é um isomor�smo entre G e G′.Teorema 2.9.23. (Teorema de Cayley) Todo o grupo é isomorfo a um grupo de permutações.Demonstração. Considere-se um grupo G qualquer.passo 1. Enontre-se um onjunto G′ de permutações, andidato a formar um grupo oma operação usual de multipliação de permutações e que seja isomorfo a G. Para a ∈ G, seja
σa a apliação de G em G de�nida por:

σa(x) = xa,para x ∈ G. A apliação anterior está bem de�nida. De fato sejam x, y ∈ G tais que x = y.Então xa = ya o que é equivalente a σa(x) = σa(y). Note-se que a operação no grupo G estábem de�nida.Mostre-se agora que σa é injetiva. Sejam x, y ∈ G tais que σa(x) = σa(y). Tem-se, porde�nição de σa que xa = ya. Mas, G é um grupo, é válida a lei do anelamento. Logo x = y.Mais, se y ∈ G, então
σa(ya

−1) = (ya−1)a = y,e portanto σa é sobrejetiva. Assim, σa é bijetiva e portanto é uma permutação de G, ouseja σa ∈ SG. Seja
G′ = {σa|a ∈ G}.



98 CAPÍTULO 2. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOSpasso 2. Mostre-se que G′ é um subgrupo de SG. Dever-se-á mostrar que G′ é fehadopara o produto de permutações já de�nido, ontém a permutação identidade e o inverso paraada um dos seus elementos. Primeiro prove-se que:
σaσb = σab.De fato, seja x ∈ G,

(σaσb)(x) = σb(σa(x)) = σb(xa) = xab = σab(x).Do anterior se onlui que G′ é fehado para o produto de permutações. Claramente, paratodo x ∈ G,
σe(x) = xe = x,onde e representa a identidade do grupo G. Assim, σe é a permutação identidade em SG eestá em G′. Como σaσb = σab, tem-se

σaσa−1 = σaa−1 = σee,
σa−1σa = σe.Assim,
(σa)

−1 = σa−1 ,e portanto, (σa)−1 ∈ G′. Assim G′ é um subgrupo de SG.passo 3. Resta provar que G é isomorfo ao grupo apresentado no passo 2. De�na-se
Φ : G→ G′ por

Φ(a) = σa,para a ∈ G. A prova de que Φ está bem de�nida é deixada ao uidado do leitor. Prove-seque Φ é injetiva. Sejam a, b ∈ G tais que Φ(a) = Φ(b). Então
σa = σb.Em partiular,

σa(e) = σb(e).



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 99Assim, ea = eb e, omo em G é válida a lei do anelamento, a = b. Pela própria de�nição de
G′ resulta que Φ é sobrejetiva. Finalmente, dados a, b elementos arbitrários deG,Φ(ab) = σabe

Φ(a)Φ(b) = σaσb.Então
Φ(ab) = Φ(a)Φ(b).

2.9.9 Exeríios1. Averigue quais dos seguintes onjuntos onstituem grupos de permutações:1.1. M = { f : R → R : f(x) = ax+ b, a ∈ R\{0}, b ∈ R};1.2. M = { f : R2 → R2 : f(x, y) = (x+ a, 0), a ∈ R}.2. Seja Sn o grupo simétrio de grau n.2.1. Diga o que é uma permutação de Sn.2.2. Considere G = S5, e seja
α =





1 2 3 4 5

3 5 4 1 2



um elemento de G.i. Diga qual é a ordem de α.ii. Desreva o grupo ílio < α > gerado por α.iii. Desreva os subgrupos próprios de α.iv. Seja H o subgrupo próprio de maior ordem. Determine os índies [< α >: H]e [G : H].3. Considere as seguintes permutações f, g e h em S6,

f =





1 2 3 4 5 6

6 1 3 5 4 2
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g =





1 2 3 4 5 6

2 3 1 6 5 4





h =





1 2 3 4 5 6

3 1 6 4 5 2



Calule3.1. hfg3.2. f−1g−1h3.3. h−1g3.4. g34. Esreva ada uma das seguintes permutações de S8 omo produto de transposições4.1. (123)(456)(1574)4.2.  1 2 3 4 5 6 7 8

3 1 4 2 8 7 6 5



5. Considere as permutações
σ =





5 4 3 2 1 8 7 6

3 1 4 8 2 5 6 7





α =





5 4 3 2 1 8 7 6

4 2 3 8 1 5 6 7





η =





5 4 3 2 1 8 7 6

3 1 8 7 6 5 2 4



5.1. Deomponha estas permutações em ilos disjuntos. Será esta deomposição únia?5.2. Deomponha estas permutações em transposições. Será a deomposição únia? Senão, dê outra deomposição.5.3. Qual é a ordem de σ, α e η? E a sua paridade?5.4. Qual é o suporte destas permutações?6. Justi�que que as permutações seguintes são onjugadas e determine β tal que α =

βδβ−1 sendo



2.9. O GRUPO SIMÉTRICO 1016.1. α = (1234) e δ = (2143), α, δ ∈ S4.6.2. α = (1234) e δ = (1364)(257), , α, δ ∈ S7.7. Sejam α e β ilos disjuntos, α = (a1a2 · · · as), β = (b1b2 · · · br). Prove que7.1. Para todo o inteiro positivo n, ( αβ)n = αnβn;7.2. Se αβ = ǫ então α = ǫ e β = ǫ;7.3. Se (αβ)t = ǫ então αt = ǫ e βt = ǫ, onde t é qualquer inteiro positivo.(Obs. Use as alíneas a e b)8. Considere um triângulo equilátero e o exemplo apresentado em anexo, o grupo diedralde ordem 3,D3, onstituído pelas rotações relativamente ao entro e pelas simetriasrelativas às bissetrizes dos ângulos munido da operação omposição.8.1. Construa o grupo diedral de ordem 4,D4, relativamente ao quadrado.8.2. Determine um subgrupo de D4 uja ordem seja metade da ordem de D4.9. Averigue se pode apliar o teorema de Cayley om9.1. G = Z4;9.2. G é o grupo aditivo dos números reais;9.3. O grupo ílio de ordem 3.
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Capítulo 3
Tópios sobre Teoria de Anéis
3.1 Anéis e Homomor�smos3.1.1 Coneitos ElementaresNo onjunto dos inteiros Z, de�nem-se duas operações, que se designam por adição e multi-piação, as quais gozam das seguintes propriedades: em relação à adição são válidas as pro-priedades assoiativa e omutativa, existe elemento neutro e todo o elemento tem simétrio,ou seja (Z, +) é um grupo abeliano.; em relação à multipliação, é válida a propriedade asso-iativa; são ainda válidas as propriedades distributivas à direita e à esquerda da multipliaçãoem relação à adição.ás estruturas algébrias que, tal omo (Z,+, .), gozam destas propriedades hamam-seanéis. Apresenta-se de seguida a de�nição formal.De�nição 3.1.1. Um anel (R,+, .) é uma estrutura algébria onstituída por um onjunto
R om duas operações binárias, + e . , normalmente designadas por adição e multipliação,tal que são satisfeitos os seguinte axiomas:

R1 : (R,+) é um grupo abeliano;
R2 : (R, .) é um semigrupo, (isto é, (R, .) é grupóide e, ∀x, y, z ∈ R,x.(y.z) = (x.y).z

R3 : Para todos a, b, c ∈ R, a lei distributiva à esquerda a.(b+ c) = (a.b) + (a.c),e a lei distributiva à direita (a+ b).c = (a.c) + (b.c), é veri�ada.Exemplo 3.1.2. (Z,+, .), (R,+, .), (Q,+, .) e (C,+, .) são anéis.Um anel (R,+, .) diz-se um anel omutativo se para todos a, b ∈ R, a.b = b.a. Um aneldiz-se um anel om identidade, ou unitário, se existir um elemento u ∈ R tal que para todo103
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a ∈ R, u.a = a.u = a. Denote-se a identidade do anel por 1. é usual denotar a multipliaçãonum anel por justaposição, usando a simbologia ab em vez de a.b. Tal omo foi feito parao estudo dos grupos passará a ser referido “ o anel R� em vez de “ o anel (R,+, .)´´, porexemplo, a partir de agora Z denotará o anel (Z,+, .).Exemplo 3.1.3. Seja R um anel e Mn(R) o onjunto das matrizes de tipo n × n que têmentradas em R. Este onjunto é um anel om a adição e multipliação usuais de matrizes.Exemplo 3.1.4. Seja F(R) o onjunto das funções reais de variável real. Sabemos que
(F(R),+) é um grupo om a adição de funções, onde para ada x ∈ R, (f+g)(x) = f(x)+g(x).De�na-se a operação

• : F(R) ×F(R) → F(R)

(f, g) → fgonde, para todo x ∈ R, (fg)(x) = f(x)g(x). Assim, F(R) algebrizado om estas operações éum anel.Exemplo 3.1.5. Considere-se o onjunto nZ = {nα,α ∈ Z}. Já se viu que nZ é um subgrupoaditivo de Z. Como (nr)(ns) = n(nrs), para r, s ∈ Z, pode observar-se que nZ é fehado paraa multipliação. As propriedades assoiativa e distributiva que se veri�am em Z, também severi�am em nZ. Assim, nZ é um anel.Exemplo 3.1.6. Se R1, R2, . . . , Rn são anéis, então
R1 ×R2 × · · · ×Rn = {(r1, r2, . . . , rn), ri ∈ Ri, i ∈ {1, . . . , n}}.Dados, (r1, r2, . . . , rn), (r′1, r′2, . . . , r′n) ∈ R1 ×R2 × · · · ×Rn, tem-se,
(r1, r2, . . . , rn) + (r′1, r

′
2, . . . , r

′
n) = (r1 + r′1, r2 + r′2, . . . , rn + r′n),

(r1, r2, . . . , rn)(r
′
1, r

′
2, . . . , r

′
n) = (r1r

′
1, r2r

′
2, . . . , rnr

′
n).O onjunto anterior, algebrizado om as duas operações referidas é um anel. A este anelhama-se produto direto dos anéis Ri, i ∈ {1, . . . , n}.Ao elemento neutro dum anel (R,+, .) relativamente à adição designa-se por zero do anele representa-se pelo símbolo 0. O inverso de um elemento a ∈ R, relativamente à adição,designa-se por simétrio e representa-se por −a. Apresenta-se agora no próximo teorema,algumas propriedades elementares válidas num anel.



3.1. ANÉIS E HOMOMORFISMOS 105Teorema 3.1.7. Se R é um anel e a, b ∈ R. Então
1. 0a = a0 = 0;

2. a(−b) = (−a)b = −(ab);

3. (−a)(−b) = ab.Demonstração. Para demonstrar 1. note-se que, pelos axiomas R1 e R2,
a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 = 0 + a0.Assim, usando a lei do anelamento para o grupo aditivo (R,+), tem-se a0 = 0. De formaanáloga,
0a+ 0a = (0 + 0)a = 0a = 0 + 0a,o que implia que 0a = 0. Para demonstrar a propriedade 2. reorde-se que −(ab) representao simétrio de ab, ou seja o elemento que adiionado a ab dá o elemento neutro do anel.Assim, para mostrar que a(−b) = −ab, dever-se-á preisamente mostrar que

a(−b) + ab = 0.Usando a lei distributiva à esquerda
a(−b) + ab = a(−b+ b) = a0 = 0,uma vez que a0 = 0 pela propriedade 1. Analogamente,
(−a)b+ ab = (−a+ a)b = 0b = 0.

De�nição 3.1.8. (Unidade de um anel) Seja R um anel om identidade 1. Um elemento
a ∈ R diz-se um unidade do anel se existir b ∈ R tal que ab = ba = 1.Observe-se que se R 6= {0} é um anel om identidade 1, então 1 6= 0 e o elemento 0 não éinvertível.Se a ∈ R é um elemento invertível, o elemento b referido na de�nição anterior é únio. Aesse elemento dá-se o nome de inverso de a e representa-se por a−1. Estabelee-se então oseguinte resultado:Proposição 3.1.9. O onjunto das unidades de um anel R é um grupo multipliativo.



106 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISDemonstração. Seja UR = {u ∈ R : u é uma unidade }. Tem-se UR 6= ∅ pois a identidade doanel é um elemento de UR. E para qualquer a ∈ UR, existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1.Então a = (a−1)−1 e a−1 é invertível. Logo a−1 ∈ UR. Tome-se agora a, b ∈ UR. Então
a−1, b−1 ∈ UR e, se se onsiderar b−1a−1 ∈ R, tem-se (ab)(b−1a−1) = 1 = (b−1a−1)(ab), logo
ab ∈ UR. Assim UR é grupo.3.1.2 Divisores de Zero num AnelSeja R um anel. Suponha-se a ∈ R\{0}.De�nição 3.1.10. Se existir b 6= 0 tal que ab = 0 diz-se que a é um divisor de zero àesquerda.De�nição 3.1.11. Se existir b 6= 0 tal que ba = 0 diz-se que a é um divisor de zero à direita.De�nição 3.1.12. Se existir b 6= 0 tal que ab = 0 ou ba = 0 diz-se que a é um divisor dezero.Observe-se que se R é omutativo um divisor de zero à esquerda oinide om um divisorde zero à direita.Proposição 3.1.13. Seja R um anel e a um elemento invertível em R. Então a não é umdivisor de zero.Demonstração. Suponha-se que a ∈ R\{0} é um divisor de zero. Então existe b ∈ R\{0} talque ab = 0 ou ba = 0. Suponha-se que ab = 0. Como a segunda operação no anel está bemde�nida, então a−1(ab) = a−10. Da igualdade anterior resulta que b = 0 o que é absurdo. Se
ba = 0 as onlusões seriam as mesmas. Assim a não é um divisor de zero.Proposição 3.1.14. Seja R um anel. Então são equivalentes:

1. R admite a lei do orte;
2. R não tem divisores de zero.Demonstração. Suponha-se que R admite a lei do orte e que ab = 0 para alguns a, b ∈ R.Dever-se-á mostrar que a = 0 ou b = 0. Se a 6= 0, então ab = a0 implia que b = 0 pelas leisde anelamento. Analogamente, b 6= 0 implia que a = 0. Assim, se em R é válida a lei doorte então não existem divisores de zero. Reiproamente suponha-se que em R não existemdivisores de zero e suponha-se que

ab− ac = a(b− c) = 0.



3.1. ANÉIS E HOMOMORFISMOS 107Como a 6= 0 e omo em R não existem divisores de zero, tem-se b − c = 0 e portanto
b = c. Um argumento semelhante mostra que se ba = ca om a 6= 0 então b = c.De�nição 3.1.15. (Domínio de integridade) Chama-se domínio de integridade ou apenasdomínio a um anel omutativo om identidade 1 6= 0 e sem divisores de zero.Exemplo 3.1.16. Embora Z2 seja um domínio de integridade, no anel M2(Z2) existem di-visores de zero. Repara-se por exemplo que  1 0

0 0



 é um divisor de zero pois




1 0

0 0









0 0

1 0



 =





0 0

0 0



 .De�nição 3.1.17. Chama-se orpo a todo o domínio (R,+, .) tal que todo o elemento de
(R\{0}, .) é invertível.Teorema 3.1.18. Todo o domínio de integridade �nito é um orpo.Demonstração. Sejam 1, 0, a1, . . . , an todos os elementos dum domínio de integridade D.Ir-se-á mostrar que para a ∈ D om a 6= 0, existe b ∈ D tal que ab = 1. Considere-se

a1, aa1, . . . , aan.Note-se que todos estes elementos são distintos, de fato se,
aai = aaj,om i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, então, pelas leis de anelamento, ai = aj o que seria absurdo.Mais, omo D é um domínio, não tem divisores de zero e portanto, nenhum dos elementos

a1, . . . , an é nulo. Assim, por ontagem, observa-se que a1, aa1, . . . , aan são os elementos
1, a1, . . . , an por alguma ordem e assim, tem-se que ou

a1 = 1, ou seja a = 1,ou
aai = 1, para algum i.Em qualquer situação, a tem um inverso multipliativo.Corolário 3.1.19. Se p é primo, então Zp é um orpo.Demonstração. Este resultado segue do fato de que Zp é um domínio de integridade e doteorema anterior.



108 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉIS3.1.3 SubanéisDe�nição 3.1.20. (Subanel) Seja R um anel e A ⊆ R, A 6= ∅. Diz-se que A é um subanelde R se for um anel para as operações induzidas em A pelas operações de R.De�nição 3.1.21. Seja R um anel. Chamam-se subanéis triviais aos subanéis R e {0}. Aosegundo também se hama subanel nulo.Apresenta-se de seguida uma araterização para que um subonjunto não vazio dum anelseja um subanel.Proposição 3.1.22. (Caraterização de subanel) Seja R um anel e A ⊆ R, A 6= ∅. Diz-seque A é um subanel de R se e só se para quaisquer a, b ∈ A, a− b ∈ A e ab ∈ A.Demonstração. Basta ter em onta que A é subanel se e só se (A,+) é subgrupo de (R,+) e
(A, .) é subsemigrupo de (R, .).Observação: Nas ondições anteriores diz-se que (A, .) é subsemigrupo de (R, .) se (A, .)for um grupóide assoiativo.Como exemplo de apliação do ritério anterior tem-se o seguinte resultado.Proposição 3.1.23. Se {Si}i∈I é uma família não vazia de subanéis de um anel R, S =
⋂

i∈I Si é um subanel de R.Demonstração. Exeríio.3.1.4 Homomor�smos de AnéisDe�nição 3.1.24. Sejam A, B dois anéis. Uma apliação f : A → B diz-se um homomor-�smo de anéis se para todos a, b ∈ A, f(a+ b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f(b).Um homomor�smo injetivo (respetivamente sobrejetivo, bijetivo) hama-se um mono-mor�smo (respetivamente epimor�smo, isomor�smo). No aso em que B = A diz-se que setrata dum endomor�smo. Um endomor�smo que seja simultaneamente isomor�smo toma onome de automor�smo.Exemplo 3.1.25. Se A e B são anéis, a apliação f : A → B tal que a todo x ∈ A, fazorresponder f(x) = 0 é um homomor�smo a que se hama homomor�smo nulo.Exemplo 3.1.26. A apliação f : Z→ Zn tal que a ada x ∈ Z, faz orresponder a lasse deequivalênia [x]R, onde R é a relação de ongruênia módulo n, é um epimor�smo de anéis.



3.1. ANÉIS E HOMOMORFISMOS 109Exemplo 3.1.27. A apliação f : C→ C tal que a ada omplexo z ∈ C faz orresponder oseu onjugado é um automor�smo de anéis.Os homomor�smos de anéis gozam de propriedades semelhantes às dos homomor�smosde grupos.Proposição 3.1.28. A omposição de dois homomor�smos (respetivamente monomor�s-mos,epimor�smos, isomor�smos) de anéis é um homomor�smo (respetivamente monomor-�smo,epimor�smo, isomor�smo) de anéis.Proposição 3.1.29. Sejam A e B dois anéis, B 6= {0} e f : A → B um homomor�smo deanéis. Denote-se por 0A e 0B os zeros de A e B respetivamente. Então
1. f(0A ) = 0B ;

2. Para todo a ∈ A, f(−a) = f(a);

3. Se f é um epimor�smo e 1 ∈ A é a identidade de A, então
f(1) 6= 0B é a identidade de B;

4. Se S é um subanel de A, então f(S) é um subanel de B;

5. Se S′ é um subanel de B então f−1(S′) é um subanel de A.Demonstração. 1. e 2. resultam diretamente do fato de que (A,+) é grupo. As out-ras alíneas provam-se diretamente a partir das de�nições. Prove-se então 3. Seja b ∈ B.Veri�que-se que
f(1)b = bf(1) = b.Como f é um epimor�smo e b ∈ B, existe a ∈ A tal que b = f(a). Assim,

f(1)b = f(1)f(a) = f(1a),porque f é um epimor�smo. Mas f(1a) = f(a) pois 1 é a identidade de A. Provou-se entãoque f(1)b = f(a) = b. Analogamente se prova que bf(1) = b o que garante que f(1) 6= 0Bé a identidade de B. Demonstre-se agora 4. Como S é um subanel de A, já se provouanteriormente que, onsiderando o grupo aditivo (S,+), o onjunto (f(S),+′) é um subgrupode (B,+′). Se f(s1) e f(s2) são elementos de f(S), então, porque f é um homomor�smo,
f(s1)f(s2) = f(s1s2) ∈ f(S).Assim, f(s1)f(s2) ∈ f(S) e portanto f(S) é fehado para a multipliação. Consequentemente

f(S) é um subanel de B. Demonstre-se agora 5. Como S′ é um subanel de B, então,
(f−1(S′),+) é um subgrupo de (A,+). Sejam a, b ∈ f−1(S′). Tem-se f(a), f(b) ∈ S′. Então

f(ab) = f(a)f(b).



110 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISComo, f(a)f(b) ∈ S′, então ab ∈ f−1(S′) e portanto f−1(S′) é fehado para a multipli-ação e portanto é um subanel de A.3.1.5 Núleo de um homomor�smo de anéisDe�nição 3.1.30. (Núleo de um homomor�smo de anéis) Sejam A,B dois anéis e f : A→
B um homomor�smo de anéis. Chama-se Núleo de f ao onjuntoNu(f) = {x ∈ A : f(x) = 0} = f−1({0B})Note-se que o núleo do homomor�smo referido é o mesmo núleo do homomor�smo entreos grupos (A,+) e (B,+′) assim, os resultados obtidos nesta seção serão semelhante aosresultados obtidos na seção "Tópios sobre Teoria de Grupos".Teorema 3.1.31. Sejam f : A→ B um homomor�smo de anéis e H = Nu(f). Seja a ∈ A.Então f−1({(a)}) = a+H = H + a, onde a+H = H + a é a lasse lateral à esquerda de Gque ontém a do grupo aditivo abeliano (H,+).Corolário 3.1.32. Um homomor�smo de anéis f : A→ B é uma apliação injetiva se e sóse Nu(f) = {0}.O próximo teorema diz que a todo o anel sem identidade se pode assoiar um anel omidentidade.Teorema 3.1.33. Seja R um anel sem identidade. Existe um anel om identidade R′queontém um subanel isomorfo a R.Demonstração. Passo1: Considere-se o produto artesiano R′ = R × Z. De�na-se em R′ asoperações

∀(a,m), (b, n) ∈ R′,
(a,m) + (b, n) = (a+ b,m+ n)

(a,m)(b, n) = (ab+ na+mb,mn).O onjunto R′ om estas operações é um anel om identidade.(Mostre!)Passo 2. O onjunto R× {0}é um subanel de R′. (Mostre!)Passo 3. R× {0} é isomorfo a R.



3.1. ANÉIS E HOMOMORFISMOS 1113.1.6 Anel CoienteTeorema 3.1.34. Seja f : R → R′ um homomor�smo de anéis de núleo H, ou sejaNu(f) = H. Então R/H é um anel para as operações
(a+H) + (b+H) = (a+ b) +H,

(a+H)(b+H) = (ab) +H.Mais, a função µ : R/H → f(R) de�nida por µ(a+H) = f(a) é um isomor�smo.Demonstração. A demonstração da parte aditiva já está feita. Vamos mostrar agora que oproduto anterior não depende dos representantes esolhidos para as lasses laterais. Sejamentão a′ ∈ a+H, b′ ∈ b+H. Ir-se-á mostrar que a′b′ ∈ ab+H. Tem-se então
a′ = a+ h1, h1 ∈ H,

b′ = b+ h2, h2 ∈ H.Assim, a′b′ = ab+ ah2 + h1b+ h1h2. Observe-se que ah2 ∈ H pois f(ah2) = f(a)f(h2) = 0′,onde 0′ denota o elemento neutro de R′. Analogamente pode ser provado que h1b ∈ He laramente h1h2 ∈ H. Assim, a′b′ ∈ ab + H. Para mostrar que R/H é um anel restaprovar que as propriedades assoiativa para a multipliação e distributiva da multipliaçãoem relação à adição são veri�adas (exeríio).Já se provou num teorema anterior que a apliação µ está bem de�nida e é uma bijeção.Resta provar que:
µ[(a+H)(b+H)] = µ(ab+H) = f(ab) = f(a)f(b) = µ(a+H)µ(b+H).Observe-se que o teorema anterior está demonstrado para o aso em que H = Nu(f).Resta agora araterizar os subanéis dum anel R para os quais a operação multipliaçãode�nida no teorema anterior está bem de�nida.Teorema 3.1.35. Seja H um subanel dum anel R. A multipliação de lasses laterais de Rem relação a H de�nida no teorema anterior está bem de�nida pela igualdade

(a+H)(b+H) = (ab) +H,se e só se ah ∈ H e hb ∈ H para quaisquer a, b ∈ R e h ∈ H.



112 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISDemonstração. Suponha-se em primeiro lugar que ah ∈ H e hb ∈ H para quaisquer a, b ∈ Re h ∈ H. Sejam a′ ∈ a+H e b′ ∈ b+H. Tem-se a′b′ = ab+ah2+h1b+h1h2. Ora por hipótese
ah2, h1b, h1h2 ∈ H. Assim, a′b′ ∈ ab + H. Reiproamente, suponha-se que a multipliaçãoanterior está bem de�nida. Seja a ∈ R e onsidere-se o produto das lasses laterais

(a+H)H.Seja a ∈ a+H e 0 ∈ H. Então
(a+H)H = a0 +H = 0 +H = H.Por outro lado, para qualquer h ∈ H, ah ∈ ah + H = (a + H)H = H e portanto

ah ∈ H. Um argumento semelhante onsiderando o produto H(b +H) mostra que hb ∈ Hpara qualquer h ∈ H.3.1.7 Exeríios1. Sejam A e B dois anéis.1.1. Prove que o terno (A×B,+, .) é um anel om as operações de�nidas do seguintemodo, para todo o (a, b), (a′, b′) ∈ A×B,
(a, b) + (a′, b′) = (a+ a′, b+ b′)

(a, b).(a′, b′) = (aa′, bb′).Este anel designa-se por anel produto.1.2. Estude em que ondições o anel produto é omutativo e possui elemento identidade.1.3. Se A e B são domínios de integridade, será que A ×B é também um domínio deintegridade?1.4. Seja A = {0, 1} um domínio de integridade om dois elementos e seja An o anelproduto de n anéis A.i. Determine todos os divisores de zero de An.ii. Mostre que todo o elemento de An é idempotente.2. Veri�que se o onjunto indiado é um subanel do anel dado:2.1. O onjunto dos reais da forma a+ b
√
2, om a, b ∈ N em (R,+, .).2.2. O onjunto dos omplexos da forma a+ bi, om a, b ∈ Z em (C,+, .).



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 1133. Seja A um anel omutativo. Prove que:3.1. Para ada elemento a ∈ A, a função
πa : A → A

x 7−→ πa(x) = axé um endomor�smo do grupo aditivo de A.3.2. πa é injetiva se e só se a não é um divisor de zero ( suponha a 6= 0).3.3. Se A tem elemento identidade então πa é sobrejetiva se e só se a é invertível.3.4. B = {πa : a ∈ A} munido om as operações
(πa + πb)(x) = πa(x) + πb(x)∀x ∈ A

πa.πb = πa ◦ πbé um anel.3.2 Ideais de um AnelNa teoria de grupos mostrou-se que os subgrupos normais eram preisamente o tipo de sub-estrutura de grupos neessária para se obter um grupo oiente om uma operação bemde�nida. O último teorema da seção anterior mostra que em teoria de anéis uma subestru-tura análoga deverá ser um subanel I dum anel R tal que aI ⊆ I e Ib ⊆ I, para quaisquer
a, b ∈ R. Observe-se que o anterior é equivalente a dizer que para todo a ∈ R e x ∈ I, ax ∈ Ie xa ∈ I. Segue-se então a próxima de�nição.De�nição 3.2.1. Seja R um anel e I ⊆ R, I 6= ∅. Diz-se que I é um ideal de
R se e só se I é um subanel de R e, para todo a ∈ R e x ∈ I, ax ∈ I e xa ∈ I.Exemplo 3.2.2. Se R é um anel, {0} e R são ideais. A {0} também se hama ideal nulo.Exemplo 3.2.3. Para qualquer inteiro n ∈ Z, o onjunto nZ = {nz, z ∈ Z} é um ideal de Z.Exemplo 3.2.4. Seja f : A → B um homomor�smo de anéis. Então Nu(f) é um ideal de
A.



114 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISDemonstração. Prove-se apenas que para todo a ∈ A e x ∈ Nu(f), ax ∈ Nu(f) e xa ∈Nu(f). Para que ax ∈ Nu(f) dever-se-á ter f(ax) = 0B . Mas f(ax) = f(a)f(x), porque fé um homomor�smo de anéis. Mas x ∈ Nu(f). Então
f(ax) = f(a)f(x) = f(a)0B = 0B .Exemplo 3.2.5. No onjunto de todas as funções reais de variável real, F , o subanel Cformado todas as funções onstantes não é um ideal de F . De fato, o produto da função

sinx pela função onstante 2 é a função 2 sinx.Teorema 3.2.6. Seja I um ideal dum anel R. Então o onjunto R/I = {a+ I, a ∈ R} é umanel para as operações:
(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(a+ I)(b+ I) = (ab) + I.Demonstração. Exeríio.De�nição 3.2.7. Ao anel do teorema anterior hama-se anel oiente de R módulo I.Todo o anel R tem dois ideais {0} e o próprio R. Esses ideais são hamados ideaisimpróprios ou triviais. O anel oiente R/R tem apenas um elemento e, R/{0} é isomorfoa R. Os asos referidos não têm grande interesse para o nosso estudo assim, interessa-nosapenas os ideais I de R tal que I 6= R e I 6= {0}.Teorema 3.2.8. Se R é um anel om identidade, e I é um ideal de R que ontém a identidade,então I = R.Demonstração. Seja I um ideal de R e suponha-se que 1 ∈ I. Claramente I ⊆ R. Seja r ∈ R.Então r = r1, mas 1 ∈ I logo r ∈ I.Teorema 3.2.9. Nas ondições do teorema anterior, se I ontém uma unidade de R então
I = R.Demonstração. Seja u uma unidade de R tal que u ∈ I. Então 1 = uu−1 ∈ I. Pelo Teorema3.2.8, I = R.Teorema 3.2.10. Um orpo K não ontém ideais próprios.



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 115Demonstração. Seja I 6= {0} um ideal de K. Seja x ∈ K, tal que x 6= 0. Como K é umorpo, x é uma unidade de K. Pelo Teorema 3.2.9, I = K.De�nição 3.2.11. Um anel diz-se simples se não tem ideais próprios.Assim, o teorema anterior garante que um orpo é um anel simples.3.2.1 Teorema Fundamental do Homomor�smoProposição 3.2.12. Seja f : R → R′ um homomor�smo de anéis e seja I um ideal de R.Então f(R) é um ideal de f(R). Mais, se I ′ é um ideal de R′ou de f(R) então f−1(I ′) é umideal de R.Demonstração. Exeríio.Teorema 3.2.13. Seja I um ideal dum anel R. Então γ : R → R/I dada por γ(x) = x+ Ié um homomor�smo de anéis ujo núleo é I.Demonstração. A parte aditiva já foi demonstrada anteriormente. Sejam então x, y ∈ R taisque
γ(xy) = (xy) + I = (x+ I)(y + I) = γ(x)γ(y).Teorema 3.2.14. (Teorema Fundamental do Homomor�smo) Seja f : R → R′ um homo-mor�smo de anéis de núleo I. Então R/I é isomorfo a f(R)Demonstração. Seja f⋆ : R/I → f(R) dada por f⋆(x+ I) = f(x). A apliação anterior é umisomor�smo de anéis.Exeríio 3.2.15. Seja A um anel omutativo om identidade e, para ada a ∈ A, seja oonjunto

aA = {ax : x ∈ A}.a. De�na ideal de A.Resposta: Seja I um subonjunto não vazio de A. Diz-se que I é um ideal de A se I forum subanel de A e, se para qualquer a ∈ A e b ∈ I se tem ab, ba ∈ I. Note-se que, neste asopartiular, omo A é anel omutativo basta onsiderar ab ∈ I.



116 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISb. Mostre que aA é um ideal de A.Resposta: Observe-se que aA 6= ∅, pois, OA = aOA ∈ aA, onde OA representa o zero doanel A. aA ⊆ A. De fato, dado y ∈ aA, y = ax, x ∈ A. Mas, a ∈ A e x ∈ A. Logo y ∈ Aporque (A, .) é um grupóide.Sejam agora z, t ∈ aA. Vamos ver que z − t ∈ aA e zt ∈ aA. De fato,
z = ax, x ∈ Ae
t = ay, y ∈ A.Tem-se então:

z − t = ax− ay = a(x− y),pela distributividade válida no anel. Logo,
z − t = aw,onde w = x− y ∈ A porque (A,+) é grupo.Analogamente se mostra que zt ∈ aA. De fato,

zt = axay = a(xay) = ar,onde r = xay ∈ A porque (A, .) é grupóide.Provou-se que aA é um subanel de A, ou seja:
∀z, t ∈ aA, z − t ∈ aA, zt ∈ aA.Seja agora k ∈ aA e b ∈ A. Tem-se

k = ax, x ∈ A.Ora bk = b(ax) = a(bx), uma vez que o anel A é omutativo. Note-se que também seusou a assoiatividade.Assim, bk = as, onde s = bx ∈ A pois (A, .) é um grupóide e portanto bk ∈ aA. Observe-seque bk = kb pois o anel A é omutativo. Assim, provou-se:
∀b ∈ A,∀k ∈ aA, bk ∈ aA e kb ∈ aA.. a ∈ aA.



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 117Resposta: Como A tem identidade e, a = ae. Logo a ∈ aA.d. Se I é um ideal de A tal que a ∈ I, então aA ⊆ I.Resposta: Seja y ∈ aA. Tem-se y = ax, x ∈ A. Mas a ∈ I e, omo I é ideal, y = ax ∈ I.Logo, provou-se a inlusão dos onjuntos.Viu-se atrás que um anel sem identidade se pode estender a um anel om identidade.Coloa-se a seguinte questão:Será que é possível fazer uma extensão de um domínio por forma a que nessa extensãotodos os elementos não nulos tenham inverso?Se o domínio for �nito viu-se que este é orpo. Assim, no aso �nito a resposta é a�rmativa,o próprio domínio em onsideração é um orpo. Ora, mesmo no aso in�nito a resposta éa�rmativa. Apresenta-se então o orpo dos oientes.Teorema 3.2.16. Seja D um domíno de integridade. Então existe um orpo Q que ontémum subdomínio Q′ isomorfo a D.Demonstração. Considere-se o produto artesiano D ×D\{0}. e, de�na-se nesse onjunto aseguinte relação de equivalênia:
∀ (a, b), (c, d) ∈ D ×D\{0} ,

(a, b)R(c, d) ⇔ ad = bc.Veri�a-se failmente que R é uma relação de equivalênia.Considere-se o onjunto oiente (D × D\{0})/R e, designe-se para todo (a, b) ∈ D ×
D\{0}, [(a, b)]R por a

b
, ou seja,

a

b
= {(x, y) ∈ D ×D\{0} : (a, b)R(x, y)},

a

b
= {(x, y) ∈ D ×D\{0} : ay = bx}.De�na-se em (D ×D\{0})/R as operações:

∀a
b
, c
d
∈ (D ×D\{0})/R,

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd

a

b
· c
d
=
ac

bd
.Prove-se apenas a onsistênia da operação +. De fato, sejam a

b
, c
d
∈ (D × D\{0})/Relementos arbitrários, se
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a

b
=
a′

b′
∧ c

d
=
c′

d′
=⇒ a

b
+
c

d
=
a′

b′
+
c′

d′
,ora, o anterior ainda é equivalente a:

a

b
=
a′

b′
∧ c

d
=
c′

d′
=⇒ ad+ bc

bd
=
a′d′ + b′c′

b′d′
,que por sua vez ainda é equivalente a provar que:

(a, b)R(a′, b′) ∧ (c, d)R(c′, d′) =⇒ (ad+ bc, bd)R(a′d′ + b′c′, b′d′).Ora,
(ad+ bc, bd)R(a′d′ + b′c′, b′d′) ⇐⇒ (ad+ bc)b′d′ = bd(a′d′ + b′c′).Assim,

(ad+ bc)b′d′ = (ad)b′d′ + (bc)b′d′, pela distributividade
= (ab′)dd′ + (cd′)bb′, pela omutatividade e assoitividade de ·,
= ba′dd′ + dc′bb′, por hipótese,
= bd(a′d′ + b′c′), pela distributividade.Designe-se por Q = (D×D\{0})/R munido das operações + e · de�nidas anteriormente.A estrutura (Q,+, ·) é um orpo (Prove!) onde 0

1 , é o seu zero e identidade 1 = 1
1 . Note-seainda que −a

b
= −a

b
, para qualquer a

b
∈ Q e, para qualquer a

b
∈ Q\{0}, (a

b
)−1 = b

a
. Paraterminar a demonstração onsidere-se agora que o onjunto

Q′ = {a
1
, a ∈ D}.O onjunto anterior é um domínio de integridade (justi�que!). Por outro lado a apliação

f : D → Q′

a → f(a) = a
1é um isomor�smo entre os anéis indiados.Claramente é sobrejetiva, pois

f(D) = {f(x), x ∈ D}, por de�nição de onjunto imagem,
= {a

1 , a ∈ D}, por de�nição de f .Mais, para quaisquer a, a′ ∈ D,
f(a+ a′) =

a+ a′

1
=
a

1
+
a′

1
= f(a) + f(a′),
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f(aa′) =

aa′

1
=
a

1

a′

1
= f(a)f(a′),por de�nição de soma e produto em Q′ e por de�nição de f .O orpo Q aabado de onstruir é onheido por orpo das frações de D ou orpo dosoientes de D.Exemplo 3.2.17. Se o domínio anterior for o domínio Z, o orpo das frações de Z é oorpo Q dos números raionais.Retome-se agora a de�nição de ideal.3.2.2 Ideal Gerado por um Conjunto. Ideal PrinipalSejam R um anel e Mum subonjunto arbitrário de R.De�nição 3.2.18. Chama-se ideal gerado por M à interseção de todos os ideais que ontêm

M e denota-se por < M >.Note-se que existem sempre ideais que ontêm M , por exemplo o próprio R. O ideal
< M > é o mais �pequeno� ideal que ontém M , ou seja, se existir um ideal I de R tal que
M ⊆ I então < M >⊆ I. Conveniona-se que < ∅ >= {0}. Se M = {x1, x2, . . . , xn}, o idealgerado por M representa-se por < x1, x2, . . . , xn >.De�nição 3.2.19. Chama-se ideal prinipal de R a um ideal gerado por um só elemento edenota-se por < x >, onde x ∈ R.3.2.3 Estrutura de um Ideal PrinipalConsidere-se < x >, onde x ∈ R. Como < x > é um ideal, da de�nição resulta que < x >é um grupo aditivo e que x ∈< x >. Assim, nx ∈< x >, om n ∈ Z. Reorde-se que
nx = x+ · · ·+ x, om n parelas, 0x = 0 e (−n)x = −(x+ · · · + x). Como < x > é fehadopara a multipliação de�nida em R,

xx · · · x = xm ∈< x >,∀m ∈ Z+.Pertenem ainda a < x > todos os elementos da forma,
rx, xs e pxq,



120 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISpara quaisquer r, s, q ∈ R. A soma dos elementos referidos pertenem igualmente a < x >.Assim pode dizer-se que pertenem a < x > todos os elementos da forma:
nx+ xm + rx+ xs+ pxq, (3.1)om n ∈ Z,m ∈ Z+, p, q ∈ R. Analisando om um pouo mais de atenção 3.1 podeobservar-se que a parela xm pode ser suprimida.De fato, se m = 1, nx+ x = (n+ 1)x, ( B)se m ≥ 2, xm = xm−1x,

rx+ xm = (r + xm−1)x = r′x (C)om r′ = r + xm−1 ∈ R. A estrutura básia dos elementos de < x > é pois,
nx+ rx+ xs+ pxq, ( D)Claro que são igualmente elementos de < x > os elementos da forma

nx+ rx+ xs+

t
∑

pi
i=1

xqi (E)om n ∈ Z, r, s, pi, qi ∈ R, t ≥ 1 e onde o somatório que aparee na expressão tem um número�nito de termos.Resolva agora os seguintes exeríios:
• Mostre que o onjunto T = {nx + rx + xs +

t
∑

pi
i=1

xqi, n ∈ Z, r, s, pi, qi ∈ R, t ≥ 1}, éum ideal e que é exatamente igual a < x >.
• Mostre que se R é omutativo então a estrutura dos elementos de < x > reduz-se a
nx+ r′x, n ∈ Z, r′ ∈ R.

• Mostre que se R é omutativo om identidade então a estrutura dos elementos de < x >reduz-se a ax, a ∈ R.Se R é um anel omutativo om identidade denota-se < x > por Rx. No entanto, se Ré apenas omutativo Rx = {rx, r ∈ R} é um ideal de R mas não podemos garantir que seja
< x >, para tal, basta que não exista nenhum elemento u ∈ R, tal que xu = x.



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 121Exemplo 3.2.20. Seja R = 2Z munido om as operações usuais de adição e multipliaçãode inteiros. O onjunto 2Z é um anel omutativo sem identidade. Para x = 4,
< 4 >= {n4 + r4, n ∈ Z, r ∈ R}e,

R4 = {r4, r ∈ R} = {0,±8,±16, . . . } = 8Z.Tem-se < 4 > 6= R4. Ir-se-á mostrar agora que todo o ideal de Z é prinipal.é sabido que os múltiplos de um inteiro p onstituem um ideal de Z. Ir-se-á mostrar quetodo o ideal de Z é gerado por algum inteiro p.Teorema 3.2.21. Todo o ideal de Z é prinipal.Demonstração. Seja J um ideal de Z. Ir-se-á mostrar J =< p >, para algum p ∈ Z. Se
J = {0}, ou J = Z, o resultado é imediato (tem-se respetivamente p = 0 e p = 1). Suponha-se que J 6= {0} e J 6= Z. Então existe x ∈ J , tal x 6= 0. Se x ∈ J então, também −x ∈ Je, ou x ∈ Z+ou −x ∈ Z+. Assim, pertene a J pelo menos um elemento de Z que é inteiropositivo. Seja

n = min{x ∈ Z+ : x ∈ J}.Prove-se que J = nZ. Da de�nição de ideal resulta imediatamente que nZ ⊆J . Suponha-se que a inlusão ontrária não é veri�ada. Isto é, existe a ∈ J tal que a não é múltiplo de
n. Então existem q, r ∈ Z, om 0 < r < n tais que a = nq + r. Como a, nq ∈ J e r = a− nq,então r ∈ J , o que é absurdo, uma vez que 0 < r < n.3.2.4 Ideais Primos e Ideais MaximaisSeja R um anel. Então R ontém dois ideais, o ideal impróprio R e o ideal trivial {0}. Paraestes ideais, os aneis oiente são R/R e R/{0}, respetivamente. O primeiro tem apenas umelemento e R/{0} é isomorfo a R.Teorema 3.2.22. Se R é um anel om identidade e N é um ideal de R tal que 1 ∈ N , então
N = R.Demonstração. Seja N um ideal de R, e suponha-se que u ∈ N para alguma unidade u ∈ R.Então da ondição rN ⊆ N , para todo r ∈ R tem-se que 1 = u−1u ∈ N . Mas, então aondição rN ⊆ N , para todo r ∈ R implia que r1 = r ∈ N , para todo r ∈ R e portanto
N = R.



122 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISCorolário 3.2.23. Um orpo F não ontém ideais próprios não triviais.Demonstração. Como qualquer elemento não nulo de um orpo é uma unidade, pelo Teorema3.2.22, um ideal dum orpo só poderá ser {0} ou F .Averigue-se seguidamente quando é que um anel oiente é um orpo ou apenas umdomínio de integridade.De�nição 3.2.24. (Ideal Maximal) Um ideal maximal dum anel R é um ideal M diferentede R e não existe nenhum ideal próprio N de R que ontenha M propriamente.Teorema 3.2.25. Seja R um anel omutativo om identidade. Então M é um ideal maximalde R se e só se R/M é um orpo.Demonstração. Suponha-se que M é um ideal maximal de R. Observe-se que se R é um anelomutativo om identidade, então R/M é também um anel omutativo om identidade se
M 6= R, o que resulta da de�nição de ideal maximal. Seja

(a+M) ∈ R/M,om a /∈M . Ir-se-á mostrar que a+M tem um inverso multipliativo em R/M . Seja
N = {ra+m|r ∈ R,m ∈M}.Então, (N,+) é um grupo para a operação

(r1a+m1) + (r2a+m2) = (r1 + r2)a+ (m1 +m2).De fato, o resultado da operação pertene a N ,
0 = 0a+ 0,

−(ra+m) = (−r)a+ (−m).Considere-se agora
r1(ra+m) = (r1r)a+ r1m.Claramente

r1(ra+m) ∈ N,



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 123para r1 ∈ R e, omo R é um anel omutativo,
(ra+m)r1 ∈ N.Assim, N é um ideal. Mas,
a = 1a+ 0,o que mostra que a ∈ N , e para m ∈M ,
m = 0a+ 0,e portanto M ⊆ N . Assim, N é um ideal de R que ontém M propriamente, uma vez que

a ∈ N e a /∈ M . Como M é maximal dever-se-á ter N = R. Em partiular 1 ∈ N . Então,por de�nição de N , existe b ∈ R e m ∈M tal que 1 = ba+m. Assim,
1 +M = ba+M = (b+M)(a+M),e portanto, b + M é o inverso multipliativo de a + M . Reiproamente, suponha-se que

R/M é um orpo. Observe-se que se N é um ideal qualquer de R tal que M ⊂ N ⊂ R e γé o homomor�smo anónio de R em R/M , então γ(N) é um ideal de R/M e {(0 +M)} ⊂
γ(N) ⊂ R/M . Mas, pelo Corolário 3.2.23, um orpo não ontém ideais próprios não triviais.Assim, se R/M é um orpo, M é maximal.Corolário 3.2.26. Um anel omutativo om identidade é um orpo se e só se não tem ideaispróprios não triviais.Demonstração. Pelo Corolário 3.2.23 diz-nos que um orpo não ontém ideais próprios nãotriviais. Reiproamente, se um anel omutativo R om identidade não tem ideais própriosnão triviais então {0} é um ideal maximal e R/{0}, que é isomorfo a R, é um orpo peloTeorema 3.2.25.De�nição 3.2.27. Seja R um anel omutativo. Um ideal N 6= R de R é um ideal primo separa a, b ∈ R sempre que ab ∈ N então a ∈ N ou b ∈ N .Exemplo 3.2.28. Observe-se que Z × {0} é um ideal primo de Z × Z. De fato, para
(a, b), (c, d) ∈ Z × Z tais que (a, b)(c, d) ∈ Z × {0} então bd ∈ Z. Assim, b ∈ Z e portanto
(a, b) ∈ Z× {0} ou d ∈ Z e (c, d) ∈ Z× {0}.Teorema 3.2.29. Seja R um anel omutativo om identidade e seja N 6= R um ideal de R.Então R/N é um domínio de integridade se e só se N é um ideal primo de R.



124 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISCorolário 3.2.30. Todo o ideal maximal num anel omutativo R om identidade é um idealprimo.Demonstração. Se M é maximal em R, então R/M é um orpo e portanto um domínio deintegridade. Assim, pelo Teorema 3.2.29, M é um ideal primo.3.2.5 Exeríios1. Seja A um anel omutativo e a ∈ A.1.1. Mostre que o onjunto
Ia = {x ∈ A : xa = 0}é um ideal de A. Diga em que ondições se tem Ia 6= {0}.1.2. Seja P uma parte de A. Mostre que J(P ) = {x ∈ A : ∀a ∈ P, xa = 0} é um idealde A e que

J(P ) = ∩
a∈P

Ia.Diga em que ondições se tem J(P ) 6= {0}.2. Seja A o seguinte onjunto de matrizes:
A =











a b

b a



 : a, b ∈ Z







.2.1. Mostre que (A,+,×) é um anel para as operações de adição e multipliação usuaisde matrizes.2.2. Averigue se o anel é omutativo e se tem elemento identidade.2.3. Determine o onjunto das unidades de A e o onjunto dos divisores de zero.2.4. Considere as apliações
σ : A → Z





a b

b a



 7−→ a+ b

ν : A → Z




a b

b a



 7−→ a− b



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 125i. Mostre que σ e ν são homomor�smos de anéis. Determine ker σ, ker ν, σ(A) e
ν(A).ii. Seja p um inteiro e Jp o onjunto das matrizesM ∈ A tais que σ(M) é divisívelpor p. Mostre que Jp é um ideal de A e que Jp ⊃ kerσ.3. Seja f : A → A′ um homomor�smo de anéis. Prove que a imagem reíproa por f deum ideal de A′ é um ideal de A.4. Seja

φ : F(R) → R× R
f 7−→ (f(0), f(1))onde F(R) é o onjunto das funções reais de variável real.4.1. Prove que φ é um epimor�smo de anéis.4.2. Justi�que que o onjunto das funções reais de variável real ujo grá�o passa pelospontos (0, 0) e (1, 0) é um ideal de F(R).5. Seja A um anel omutativo tal que, para todo a ∈ A, 2a = 0.5.1. Mostre que, para todos x, y ∈ A, (x+ y)2 = x2 + y2.5.2. Conlua que a função h : A −→ A, x −→ x2, é um endomor�smo de A.5.3. Sejam J = {x ∈ A|x2 = 0} e B = {x2|x ∈ A}. Mostre que:i. J é um ideal de A.ii. B é um subanel. de A.6. Seja I um ideal de A. Chama-se radial de I ao onjunto √

I = {a ∈ A|an ∈ I, paraalgum n ∈ N}. Se A é omutativo, mostre que:6.1. √
I é um ideal de A que ontém I.6.2. Se I ⊂ J , então √

I ⊂
√
J .6.3. √√

I =
√
I.7. Sejam I, J ideais de A. Mostre que se I ∩ J = {0}, então ij = 0 para todos i ∈ I e

j ∈ J .



126 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉIS8. Se já A um anel. Prove que:8.1. Para todo a ∈ A, as funções ǫa : A −→ A, x −→ ax, e δa : A −→ A, x −→ xa, sãoendomor�smos do grupo aditivo de A.8.2. Se a 6= 0, então ǫa é injetiva se e só se a não é um divisor de zero à esquerda.8.3. Se a 6= 0, então δa é injetiva se e só se a não é um divisor de zero à direita.8.4. Se A é anel omutativo om identidade, então ǫa = δa é sobrejetiva se e só se a éinvertível.8.5. Sejam E = { ǫa : a ∈ A} e D = {δa : a ∈ A}. Mostre que E e D são anéispara a adição φ+ ψ de�nida por (φ+ψ)(x) = φ(x) + ψ(x) e para a multipliação
φ.ψ = ψ ⋄ φ = ψ(φ(x)).3.3 Anel de Polinómios sobre Anéis Comutativos om Identi-dadeNesta seção far-se-á um estudo sobre anéis de polinómios numa indeterminada analisandooneitos e resultados tais omo a divisibilidade e a fatorização. Começar-se-á por apresentaruma de�nição formal de polinómio numa indeterminada.De�nição 3.3.1. Seja R um anel. Uma suessão p = (ai)i∈N0

de elementos de R tal que
ai = 0 a partir de erta ordem m ∈ N0, diz-se um polinómio.Se p = (ai)i∈N0

e ai = 0, para todo i ∈ N0, esreve-se p = 0. Pode-se esrever
(

a1, a2, a3, . . .
) em vez de (ai)i∈N0

. Dois polinómios (ai)i∈N0
e (bi)i∈N0

dizem-seiguais se e só se, para todo i ∈ N0, ai = bi.De�nição 3.3.2. Dado um polinómio p 6= 0, hama-se grau de p ao maior m ∈ N0 tal que
am 6= 0.Se p = 0 de�ne-se grau de p omo sendo −∞. Um polinómio ( a, 0, 0, . . .

) diz-se uma onstante e representa-se por a. No onjunto P (R) de todos os polinómios em R,de�ne-se as seguintes operações de adição e multipliação:para todos p = (ai)i∈N0
e q = (bi)i∈N0

,
p+ q = (ai + bi)i∈N0

pq = (ci)i∈N0



3.3. ANEL DE POLINÓMIOS SOBRE ANÉIS COMUTATIVOS COM IDENTIDADE 127onde
ci =

∑

aj
j+k=i

bk.Proposição 3.3.3. Seja R um anel (omutativo om identidade). Então P (R) é um anel(omutativo om identidade) e Φ : R → P (R) de�nida por Φ(a) =
(

a, 0, 0, . . .
),para todo a ∈ R é uma bijeção de anéis.Demonstração. Note-se que o simétrio do polinómio ( a1, a2, a3, . . .

) é o polinómio
(

−a1, −a2, −a3, . . .
) e p = 0 é o zero do anel P (R). O resto da demonstração �aao uidado do leitor.Seja A um anel om identidade. onsidere-se x =

(

0, 1, 0, . . . , 0, . . .
). Pode-se provar failmente que, para todo n ∈ N,

xn =
(

0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .
)

.De�na-se 1 =
(

1, 0, 0, . . .
) a identidade de P (R), pode-se veri�ar que dado

p =
(

a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .
),

p = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = anx
n + · · · + a1x+ a0.O polinómio x (de grau 1) hama-se indeterminada sobre R. Com esta notação, opolinómio p poderá denotar-se por p(x). Usar-se-á as duas notações sempre que isso forneessário.Um elemento p(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n de P (R) diz-se um polinómio naindeterminada x om oe�ientes em R. Se p(x) tem grau n ≥ 0, ao oe�iente an hama-seoe�iente diretor de p(x). Um polinómio diz-se mónio se o seu oe�iente diretor é 1.Representa-se o anel P (R), sendo R um anel omutativo om identidade, por R[x].Exemplo 3.3.4. Seja R = Z e p = ( 2, −3, 0, 5, 0, 0, . . .

). Então
p =

(

2, 0, 0, . . .
)

+
(

0, −3, 0, 0, . . .
)

+
(

0, 0, 0, 5, 0, . . .
)

= 2− 3x+ 5x3.Note-se que R[x] não é orpo, mesmo se R for orpo. De fato, neste aso, os únioselementos invertíveis de R[x] são os polinómios onstantes ( a, 0, 0, . . .
), omo a 6= 0.No que se segue R será sempre um anel omutativo om identidade.



128 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISDe�nição 3.3.5. Sejam R um anel omutativo om identidade e p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 +

· · ·+ anx
n um polinómio om oe�ientes em R. à apliação fp,

fp : R → R

c → a0 + a1c+ a2c
2 + · · ·+ anc

nhama-se função polinomial de�nida por p. Para c ∈ R esreve-se p(c) em vez de fp(c).Note-se que se p(x) = c é onstante, então a função polinomial
fp : R → R

a → p(a) = cé onstante. Em partiular, se p(x) = 1, então p(a) = 1, para todo a ∈ R. Note-se aindaque dados um anel R e polinómios p(x), q(x) ∈ R[x], podemos ter p(x) 6= q(x) e fp = fq. Defato, veja-se o exemplo:Exemplo 3.3.6. Sejam A = Z2, p(x) = 1 + x e q(x) = 1 + x3. Logo p 6= q, mas
fp : Z2 → Z2

0 → 1

1 → 0

e fq : Z2 → Z2

0 → 1

1 → 0donde fp = fq.é importante não onfundir o onjunto R[x] de todos os polinómios om oe�ientes numanel R om o onjunto de todas as funções polinomiais. Note-se que a natureza dos seuselementosé diferente.Segue-se agora a de�nição de raíz de um polinómio.De�nição 3.3.7. Sejam R um anel omutativo om identidade e p(x) ∈ R[x]. Um elemento
α ∈ R diz-se raíz do polinómio p se p(α) = 0, isto é, α é um zero da função polinomial
fp : R → R .Teorema 3.3.8. Seja R um anel omutativo om identidade. Se a ∈ R, a apliação desubstituição

ǫa : R[x] → R

p(x) → p(a)é um homomor�smo de anéis om identidade.



3.3. ANEL DE POLINÓMIOS SOBRE ANÉIS COMUTATIVOS COM IDENTIDADE 129Demonstração. A demonstração é deixada ao uidado do aluno.Mais, hama-se a atenção que é útil que o anel dos oe�ientes seja omutativo omidentidade. Viu-se que a identidade é neessária para de�nir o elemento x. Quanto aopapel da omutatividade, ela permite de�nir o homomor�smo de substituição para qualquerelemento de R. Como exemplo, suponha-se que R não era omutativo, e tomem-se doiselementos a, b ∈ R, e onsidere-se o polinómio
(x− a)(x− b) = x2 − (a+ b)x+ ab.Se agora substituirmos x por a, viria, na igualdade anterior, 0 = ab−ba. é por ausa destetipo de problemas que, em anéis não omutativos, só se de�ne homomor�smo de substituiçãopara elementos do entro do anel, isto é, para elementos que omutem om todos os elementosde R.Teorema 3.3.9. Seja R um anel omutativo om identidade. Então R[x] é um anel omu-tativo om identidade. Se R é domínio de integridade então R[x] também o é.Demonstração. Demonstre-se apenas que se R não tem divisores de zero então R[x] tambémnão tem. Suponha-se então que R é um domínio de integridade. Sejam p(x) = anx

n + · · ·+
a1x + a0 6= 0 e q(x) = bmx

m + bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0 6= 0, om grau p(x) = n e grau

q(x) = m. Então an, bm 6= 0 e
p(x)q(x) = anbmx

n+m + · · · + (a0b1 + a1b0)x+ a0b0.Como R não tem divisores de zero , obtém-se anbm 6= 0 e, portanto, p(x)q(x) 6= 0. Logo R[x]não tem divisores de zero.Corolário 3.3.10. Se R é um domínio de integridade e p(x), q(x) ∈ R[x]\{0} têm grau n e
m respetivamente, então p(x)q(x) tem grau n+m.De um modo geral, se R é um anel arbitrário, dados p(x), q(x) ∈ R[x] tem-se

grau (p(x) + q(x)) ≤ max{grau p(x), grau q(x)},

grau (p(x)q(x)) ≤ grau p(x) + grau q(x).Reorde-se que o grau do polinómio nulo foi de�nido om sendo −∞, assim, o orolárioanterior faz sentido mesmo quando p ou q são polinómios nulos.



130 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉIS3.3.1 DivisibilidadeNesta subseção vamos demonstrar que no anel dos polinómios om oe�ientes num orpo éválido um algoritmo de divisão muito semelhante ao que é válido nos inteiros.Lema 3.3.11. Sejam f, g ∈ R[x], f, g 6= 0. Se o oe�iente diretor de f , ou o de g, for umaunidade, então fg 6= 0 e grau (fg) = grau (f) + grau(g).Teorema 3.3.12. Sejam R um anel e f, g ∈ R[x]. Suponha-se que f 6= 0 e que o oe�ientediretor de f é uma unidade de R. Então existem q, r ∈ R[x], univoamente de�nidos, taisque
g = qf + r e grau r < grau f.Demonstração. Se grau g < grau f , então g = 0f + g é uma deomposição nas ondiçõespretendidas. Senão, tome-se m = grau g ≥ n = grauf e usa-se agora indução em m. Seja

f(x) = uxn + axn−1 + · · · , e g(x) = bxm + cxm−1 + · · · onde u é uma unidade, por hipótese,e b 6= 0. Considere-se então o polinómio
bu−1xm−nfo múltiplo de f que subtraído a g lhe fará diminuir o grau. Temos então,

g1 = g − bu−1xm−nf

= (bxm + cxm−1 + · · · )− bu−1xm−n(uxn + axn−1 + · · · )
= 0xm + (c− bu−1a)xm−1 + · · ·Tem-se então que grau g1 < grau g, portanto, por indução, existem q1 e r tais que g1 = q1f+r,om grau r < grau f . Assim,

g = g1 + bu−1xm−nf = (q1 + bu−1xm−n)f + r.Pondo q = q1+bu
−1xm−n tem-se a existênia da deomposição nas ondições pretendidas.Resta ver a uniidade. Suponha-se então que

g = q′f + r'e grau r′ < grau f.Então r− r′ = (q′− q)f . Se q′− q 6= 0, então omo o oe�iente diretor de f é uma unidade,
(q′ − q)f 6= 0 pelo lema anterior, e

grau (r − r′) = grau [(q′ − q)f ] = grau (q′ − q) + grau f,



3.4. DOMÍNIOS DE IDEAIS PRINCIPAIS E DOMÍNIOS DE FACTORIZAÇ�O ÚNICA131donde grau (r − r′) ≥ grau (q − q′) + grau f , o que é falso. Assim, q = q′ e portanto
r − r′ = (q′ − q)f = 0 e r = r′.Apresenta-se ainda o Teorema do Resto:Teorema 3.3.13. Seja R um anel omutativo om identidade. Se f(x) ∈ R[x] e a ∈ R,então o resto da divisão de f(x) pelo polinómio x− a é f(a).Demonstração. Usa-se o algoritmo da divisão em R[x] para dividir f por x − a. Repare-seque o oe�iente diretor de x− a é uma unidade. Tem-se

f(x) = q(x)(x− a) + r(x),om grau r < 1 = grau (x − a), ou seja, r é uma onstante. Substituindo a em ambos ospolinómios, obtém-se f(a) = r, que era o pretendido.Como onsequênia tem-se:Corolário 3.3.14. Se R é um anel omutativo om identidade, f(x) ∈ R[x] e a ∈ R, então
x− a divide f(x) se e só se f(a) = 0.Corolário 3.3.15. Sejam R um domínio de integridade e f(x) ∈ R[x]\{0} de grau n. Então
f(x) tem no máximo n raízes distintas.3.4 Domínios de Ideais Prinipais e Domínios de FatorizaçãoúniaNesta seção ir-se-á provar que todo o domínio de ideais prinipais é um domínio de fator-ização únia.De�nição 3.4.1. (Domínio de Integridade) Um domínio de integridade D é um anel omu-tativo om identidade (1 6= 0) e sem divisores de zero.Num domínio de integridade é válida a seguinte proposição:Proposição 3.4.2. Sejam D um domínio de integridade e a, b , c ∈ D, om a 6= 0. Então:
(i) Se ab = ac, então b = c.
(ii) Se ba = ca, então b = c.



132 CAPÍTULO 3. TÓPICOS SOBRE TEORIA DE ANÉISSeja então D⋆ = D\{0}, e UD o onjunto das unidades de D. Se a, b ∈ D e a é fator de
b, isto é b = ad, para algum d ∈ D, esreve-se a|b. Se a1, . . . , an ∈ D, (a1, . . . , an) representao ideal gerado por {a1, . . . , an}.De�nição 3.4.3. ( elementos assoiados) Sejam D um domínio de integridade e a, b ∈ D.Diz-se que a e b são assoiados se e só se existe u ∈ UD tal que a = ub.De�nição 3.4.4. (Domínio de Ideais Prinipais) Um domínio D é um domínio de ideaisprinipais se e só se todos os ideais de D são prinipais.De�nição 3.4.5. ( Cadeia Asendente de Ideais) Sejam R um anel, J ⊆ N e {Ij : j ∈ J}um onjunto de ideais de R. Diz-se que {Ij : j ∈ J} é uma adeia asendente de ideais de Rse e só se para todo j ∈ J, Ij ⊆ Ij+1.Proposição 3.4.6. (Condição de Cadeia Asendente) Seja R um anel em que todo o idealde R é �nitamente gerado. Seja {Ij : j ∈ J} uma adeia asendente de ideais de A. Entãoexiste r ∈ J tal que para todo s ∈ J , se r ≥ r, então Ir = Is.Demonstração. Considere-se I = ∪

j∈J
Ij . Bastará provar que I ∈ {Ij : j ∈ J}. Prove-se que Ié um ideal de R. Sejam a, b ∈ I elementos arbitrários. Pela de�nição de I, existem elementos

ja, jb ∈ J tais que a ∈ Ija e b ∈ Ijb . Como {Ij : j ∈ J} é uma adeia asendente de ideais,então
Ija ⊆ Ijb ou Ijb ⊆ Ija .Suponha-se, sem perda de generalidade, que

Ija ⊆ Ijb .Então a, b ∈ Ijb . Assim, omo Ijb é um ideal, a−b, ab ∈ Ijb . Logo a−b, ab ∈ I, o que prova que
I é um subanel de R. Seja agora a ∈ R arbitrário. Prove-se que aI ⊆ I. Seja b ∈ I arbitrário.Como b ∈ I, existe jb ∈ J tal que b ∈ Ijb . Como Ijb é um ideal de R, ab ∈ Ijb , logo ab ∈ I.Então aI ⊆ I. Analogamente se prova que Ia ⊆ I logo I é um ideal de R. Como R é umanel em que todos os ideais são �nitamente gerados, existem n ∈ N e a1, a2, . . . , an ∈ I taisque I = (a1, a2, . . . , an). Para qualquer i ∈ {1, 2, . . . , n}, ai ∈ I, logo existe σ ∈ Sn, tal que
ai ∈ Iσ(i). Seja r = max

i∈{1,...,n}
σ(i). Observe-se que qualquer que seja i ∈ {1, 2, . . . , n}, ai ∈ Ir.Então (a1, a2, . . . , an) ⊆ Ir ⊆ I = (a1, a2, . . . , an), pelo que I = Ir.Proposição 3.4.7. Seja D um domínio de integridade. Para quaisquer a, b ∈ D
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(i) (a) ⊆ (b) se e só se b|a.
(ii) (a) = (b) se e só se a e b são assoiados.Demonstração. (i). (a) ⊆ (b) se e só se a ∈ (b), isto é, se e só se a = db, para algum d ∈ D, ouseja b|a. (ii) Suponha-se que (a) = (b). Então por (i), a|b e b|a. Portanto, existem d1, d2 ∈ Dtais que a = d1b e b = d2a. Assim, a = d1d2a. Observe-se que se a = 0, então b = 0, logo a e
b são assoiados.Se a 6= 0, pela Proposição 3.4.2, 1 = d1d2. Então, d1, d2 ∈ UD. Logo a e b são assoiados.Reiproamente, suponha-se que a e b são assoiados. Então existe u ∈ UD tal que a = ub e
b = u−1a. Assim, a|b e b|a, por (i), (a) = (b).De�nição 3.4.8. (elemento irredutível) Seja D um domínio de integridade e p ∈ D⋆\UD.Diz-se que p é um irredutível de D se e só se em qualquer fatorização, p = ab, a ∈ UD ou
b ∈ UD .Proposição 3.4.9. Seja D um domínio de ideais prinipais. Para qualquer p ∈ D, (p) é umideal maximal se e só se p é irredutível em D.Demonstração. Seja p ∈ D arbitrário. Suponha-se que (p) é um ideal maximal. Sejam
a, b ∈ D tais que p = ab. Então pela proposição 3.4.7, (p) ⊆ (a). Como (p) é um idealmaximal então (p) = (a) ou (a) = (1) = D. Se (p) = (a), então, pela Proposição 3.4.7 ae p são assoiados, logo b é uma unidade de D. Se (a) = (1), então, pela Proposição 3.4.7
1 e a são assoiados, logo a é uma unidade de D. Então, p é um elemento irredutível em
D. Reiproamente, suponha-se que p é um irredutível em D. Seja I um ideal de D tal que
(p) ⊆ I. Como D é um domínio de ideais prinipais, então existe a ∈ D tal que I = (a).Como (p) ⊆ (a), p ∈ (a), logo existe b ∈ D tal que p = ab. Por hipótese, p é um irredutível,logo a ∈ UD ou b ∈ UD. Se a ∈ UD, então (a) = D. Se b ∈ UD, então existe u ∈ UD tal que
1 = ub. Observe-se que up ∈ (p). Mas

up = u(ab) = (ub)a = 1a = a,logo a ∈ (p) e portanto (a) ⊆ (p). Provou-se então que (a) = (p).
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