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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conjuntos e subconjuntos

Chama-se conjunto a qualquer colec¢ao bem definida de objectos, que serao chamados ele-
mentos do conjunto. A expressao ‘bem definida’ é necesséria, porque nem toda a colec¢ao de
objectos pode ser considerada um conjunto, devido ao famoso paradoxo de Bertrand Russell:

Paradoxo: Seja A a colecgao de todos os conjuntos que nao sao elementos de si proprios.
Suponhamos que A é um conjunto. Se A for elemento de A entdao por defini¢do do conjunto
A, obtém-se que A nao é elemento de si proprio. Se A nao é elemento de si proprio, entao
por definicdo do conjunto A tem-se que A é elemento de si proprio. Portanto, A nao pode

ser um conjunto. O

Os conjuntos serao representados por letras grandes e os seus elementos por letras peque-
nas. A notacao

a€c A

significa que a ¢é elemento de A (ou a pertence a A), A negacao de a € A é denotada por
a ¢ A. Conjuntos podem ser definidos escrevendo os seus elementos entre chavetas, como por

exemplo, {1,7,11} ou através de uma descri¢ao formal dos seus elementos, da forma
A = {a|a tem a propriedade P},

i. e., o conjunto A é formado pelos elementos que verificam uma certa propriedade P.
Chama-se cardinal de A ao nimero de elementos do conjunto A e este nimero é denotado

por |A].
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Dados dois conjuntos A e B, se qualquer elemento de A pertencer a B, escrevemos A C B
e dizemos que A é um subconjunto de B ou que A estd contido em B. Se AC Be BC A
entdo dizemos que A é igual a B e escrevemos A = B.

A um conjunto com zero elementos chamamos conjunto vazio. Claramente, um conjunto
vazio é subconjunto de qualquer outro conjunto, e portanto, atendendo & defini¢ao de igual-
dade de conjuntos, ha4 um tdnico conjunto vazio, que denotamos por () (ou por {}).

Alguns outros conjuntos também tém uma notagao fixa, como por exemplo
N Z,Q R,C e H,

que representam, respectivamente, os conjuntos formados por nimeros naturais 1,2,3,...,
por inteiros, por racionais, por reais, por complexos e por quaternioes.
Podemos obter novos conjuntos a partir de conjuntos dados utilizando operacoes em con-

juntos. Vejamos algumas destas operagdes. Sejam A e B conjuntos, entao

e a unido de A e B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou a B

(podendo pertencer a ambos). Denotamos este conjunto por AU B. Assim,

AUB = {z|x € Aoux € B};

e a interseccao de A e B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e a B,

simultaneamente. Denotamos este conjunto por AN B. Assim,

ANB={z|z € Aex € B};

e a diferenca entre A e B (ou complemento relativo de B em A) é o conjunto formado
pelos elementos que pertencem a A e ndo pertencem a B. Denotamos este conjunto por
A\ B. Assim,

A\B={z|z € Aex ¢ B};

e a unido disjunta entre A e B é o conjunto formado pelos elementos que estdo em um e

um s6 dos conjuntos A ou B. Denotamos este conjunto por A @ B. Note-se que

A®B=AUB\ ANB.

Dois conjuntos A e B tais que AN B = () dizem-se disjuntos.
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Define-se também unido e interseccao de colecgao arbitraria de conjuntos {A;|i € I},

indexados num conjunto I, que denotamos por

UAi ={z|x € A;, paraalgum i€ I} e ﬂAi = {z |z € A;, para qualquer i € I}.
iel iel

Em seguida, vamos listar as propriedades fundamentais da unido, interseccao e diferenca

de conjuntos, cuja demonstracao fica como exercicio.

Proposicao 1.1.1. Sejam A, B e C conjuntos e considere-se a colecgio {B;|i € I}. Sao

vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) AUB=BUAeANB=DBNA;
(ii) (AUB)UC = AU(BUC);
(ili) (ANB)NC =AN(BNO);
(iv) AUA=A=ANA;
(v) AUD=Ae AND=10;
(vi)
A\<UBZ-):ﬂ(A\BZ-)

il icl
e
A\ (ﬂ&) =JM\By.
el icl
Dada uma coleccao finita de conjuntos A1, Ao, ..., A, chamamos n-uplo a uma sequéncia
de elementos ay,as,...,a, tais que a; € A;, para cada i € {1,2,...,n} e denota-mo-lo por
(a1,a2,...,a,). O conjunto de todos os n-uplos é denotado por
A; x Ag x --- X A,
e ¢ denominado por produto cartesiano dos conjuntos Ay, As, ..., A,.

Dado um conjunto A, chama-se partes de A ao conjunto formado por todos os subconjuntos

de A, incluindo o conjunto vazio e o proprio conjunto A. Denota-se este conjunto por P(A).
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1.2 Relacoes

No que se segue F e F' sao dois conjuntos nao vazios.

Definicao 1.2.1. Chama-se relagdo de E para F' o todo o subconjunto do produto cartesiano

E x F.

Definigao 1.2.2. Chama-se relagao bindria (ou simplesmente relag¢ao) definida em E a todo

o subconjunto do produto cartesiano de E X F.

Usualmente E? significa E x E, E? significa E x E x E (conjunto dos ternos ordenados
de elementos de F). Mais geralmente E™ significa o conjunto dos n—uplos ordenados de E.
Assim, chama-se relacdo n—aria sobre E a qualquer subconjunto de E™, onde n é um inteiro
positivo.

Se R é uma relagdo binaria definida em FE, em termos de notacao escreve-se
(a,b) € RouaRb,
para designar que (z,y) é um elemento de R. Se (x,y) nao é um elemento de R escreve-se
(a,b) ¢ Rou a Rb.

Exemplo 1.2.3. Considere-se o conjunto X = {1,2,3}. O conjunto R = {(1,1),(2,3),(3,2)}

¢ uma relagao bindria definida em X pois € um subconjunto de X x X.
Mais, (1,1) € R mas o par (2,2) ¢ R.
Exemplo 1.2.4. Sejam X ={1,2,3,4} e R={(x,y) € X x X : x +y <5}. Tem-se
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)} € X x X.

Entao R ¢é uma relagao bindria definida em X.

1.2.1 Classificagcao da Relacoes Binarias:

Seja F um conjunto e R uma relacao binaria definida em E. Diz-se que R é uma relagao:
1. Reflexiva se para todo = € F, tem-se =z R x;
2. Simétrica se para quaisquer z,y € F que verifiquem x Ry tem-se y R z;

3. Transitiva se para quaisquer z,y,z € FE que verifiquem x Ry e y R z tem-se = R z;
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4. Anti-simétrica se para quaisquer z,y € E, que verifiquem z Ry e y Rz, tem-se z = v;
5. Tricotémica se para quaisquer x,y € E, tem-se z Ry ou y Rx, ou x = y.

Definicao 1.2.5 (Relagao de equivaléncia). Diz-se que R ¢ uma relacao de equivaléncia se

R é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 1.2.6 (Relagao de ordem). Diz-se que R é uma relacao de ordem se R ¢ reflexiva,

anti-simétrica e transitiva.

1.2.2 Relagoes de equivaléncia

Exemplo 1.2.7. Seja B = {a,b,c,d} e

R ={(a,a),(b,b),(c,c), (d,d), (a,b), (b,a), (c,d), (d, c)}.
A relagao R € uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 1.2.8. Sejam P o conjunto de todas as pessoas e D a relagao "ter o mesmo pai

que". A relagcao D é uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 1.2.9. Seja Z o conjunto dos inteiros. Defina-se ~ em Z por © ~ y se e SO se

x —y € par. A relagio ~ € uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 1.2.10. (Congruéncia mddulo p) Sejam h,k € Z e n € Z*. Diz-se que h é
congruente com k mddulo n se e sé se h—k € divisivel por n, ou seja, h—k = sn, para algum
s € Z, e escreve-se h = k mod n (ou h = k( mod n)). De forma equivalente também se
escreve h =k mod n, se e sd se os restos das divisoes de h e k por n sao iguais. A relagao

anterior é uma relacdo de equivaléncia.

De facto, h — h =0=0 x n, entdo h = h mod n para qualquer h € Z; Assim a relacao
anterior é reflexiva.

Sejam h,k € 7Z tais que h = k mod n. Entao, existe o € Z tal que h — kK = an. Mas
entao,

k—h=(—a)n.

Como —a € Z entao Kk = h mod n e a relagdo anterior é simétrica.

Sejam agora h, k,w € Z tais que

h=k modnek=w modn.
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Entao, existem a1 € Z, g € Z tais que
h—k=omnek—w=asn.

Consequentemente,

(h—k)+ (k—w) = aqn + agn.

Donde,

h—w= (a1 + a2)n.
Como a; + as € Z, entao a relagao anterior é transitiva.
Exemplo 1.2.11. Pretende-se mostrar que se x =2’ mod n e y =1y mod n entdo
r+y=a"+y modn.
Por hipétese x =2’ mod n ey =y mod n ou seja

x—x = 0in, comby € Z,

y—y = bn, comby € Z.
Pretendemos provar que entio (x +y) — (' +vy') = 03n, com 035 € Z. Ora
(@+y)— (@ +y) =z —2'+y—y =0in+0m = (0 + 02)n = O3n,
com 03 =61 + 05 € Z.

Apresenta-se de seguida um exemplo duma relacdo binaria que nao é relacao de equiva-

léncia.
Exemplo 1.2.12. Em Z a relag¢ao bindria definida por
nRm se e s6 se nm > 0,

nao € uma relagao de equivaléncia. De facto R € reflexiva, pois para todo a € Z, tem-se a Ra
uma vez que a®> > 0. Também ¢é simétrica: Se aRb, entio ab > 0, e, portanto, ba > 0,
pois em Z a multiplicagdo é comutativa. Assim b Ra. No entanto, R ndao é transitiva, por

exemplo, —3 R0 e 0 R5 mas —3 nao estd relacionado com 5.

Exercicio 1.2.13. Mostre que, em Z \ {0} a relagao bindria definida por
nRm se e s6 se nm > 0,

¢ uma relagdo de equivaléncia.
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Exercicio 1.2.14. Seja E um conjunto ndo vazio. Prove que, se R ¢ uma rela¢do bindria

definida em E tal que
1. aRa, Ya € E;
2. para quaisquer a,b,c € E que verifiguem a Rb e b Rc tem-se c Ra.

entao R é uwma relacao de equivaléncia.

Solucao: De 1. resulta que R é reflexiva. Prove-se que R é simétrica, ou seja,
Va,b€e E, aRb= bRa.

Sejam entao a,b € E tais que a Rb. Por 1. tem-se que b Rb.

Assim, de a Rb e b RD resulta b Ra, por 2..

Prove-se agora a transitividade: Sejam a,b,c € E tais que a Rb e b Rc. Por 2. temos
cRa. Como se provou que R é simétrica resulta que a R c.

Portanto, R é uma relacao de equivaléncia. ]

1.2.3 Particoes

Uma particao dum conjunto F é uma decomposicao de E em subconjuntos nao vazios tais
que todo o elemento de E pertence a um e um s6 desses subconjuntos. A cada um desses

subconjuntos chamamos elementos da particdo. Apresenta-se a definicao formal.

Defini¢cao 1.2.15 (Particao de um conjunto). Uma particao de E ¢ uma colecggo P de

subconjuntos de E, P = (P;);er, indiciados num conjunto I nao vazio, tais que
1. Para qualquer i € I, tem-se P; # ();
2. Todo o elemento de E pertence a um e um s P;, com 1 € I.
Note-se que os elementos duma particao de um conjunto F sao disjuntos dois a dois.

Exemplo 1.2.16. Seja E = {1,2,3,4,5,6}. Uma particao de E ¢ formada pelos subconjuntos
{1,6},{3} e{2,4,5}. Os subconjuntos {1,2,3,4} e {4,5,6} nao constituem uma parti¢ao de
E uma vez que o elemento 4 pertence aos dois subconjuntos. Os subconjuntos {1,2,3} e
{5,6} nao constituem uma particio de E uma vez que o elemento 4 nao pertence a nenhum

subconjunto.
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Proposicao 1.2.17. Sejam E e I conjuntos nao vazios e (P;);c; subconjuntos de E. Entao

(Py)icr formam um particao de E se e so se as sequintes condigoes forem vdlidas
1. Para qualquer i € I, P; # ();

2. E=|JP;
i€l

3. PN P; =0 para quaisquer i,j € I, com i # j.
Demonstragao. Exercicio. O
Exemplo 1.2.18. Sejamr € R e T, = {x € R: 22 = r}. Entdo o conjunto:
T={T,:reRer>0}

€ uma particio de R.

1.2.4 Classes de Equivaléncia

Seja agora R uma relacao de equivaléncia definida em E. A relagdo R determina uma parti¢ao

natural em FE, onde os elementos da particao sao dados por
a={re€FE|rRa}. (1.1)

Note-se que a simetria de R permite escrever @ = {z € E|a Rx}. Em termos de notagao

também se usa [a]r ou simplesmente [a].
Definicao 1.2.19. Ao conjunto (1.1) chama-se classe de equivaléncia relativa a a.
Exemplo 1.2.20. No exemplo 1.2.7 tem-se
a=1{a,b},b={a,b},e={c,d},d={c,d}.
Entao a relagao R referida particiona o conjunto B em duas classes:
a=>b={a,b},c=d={c,d}.

Exemplo 1.2.21. Considere-se R a relagao paralelismo no conjunto das rectas do plano. Esta
relagao bindria € uma relagio de equivaléncia. As classes de equivaléncia sao os conjuntos

das rectas paralelas entre si. A cada uma destas classes chama-se direccao do plano.
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Exemplo 1.2.22. Sejan € ZT. A relagio de congruéncia mdédulo n, determina em Z uma
parti¢io em classes de equivaléncia denotadas por0,1,...,n — 1, onde cada i,i € {0,1,... ,n—
1} € o conjunto dos inteiros da forma kn +1i,i € {0,1,...,n — 1}, ou seja, o conjunto dos
inteiros cujo resto na divisao por m dd i. Por vezes usa-se a notagao 0,1,...,n — 1, para

representar as classes 0,1,...,n — 1, respectivamente. Cada classe de equivaléncia para a

relagao de congruéncia mddulo n chama-se classe residual modulo n.

De facto, para todo i € Z, denote-se por i + nZ o conjunto
i+nZ={i+kn:kel}.

é facil ver que, dados i,i* € Z

i=1i" modn & i €i+nZ,

pelo que

i=i+nZ={...,-2n+i,—n+ii,i+n,2n+1i,...}.

1.2.5 Conjunto cociente

Defini¢ao 1.2.23 (Conjunto cociente). Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia de-
terminadas em E pela relagao de equivaléncia R chama-se conjunto cociente e denota-se por
E/R, ou seja,

E/R ={a,a € E}.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas em Z pela relagdo de con-

gruéncia moédulo n é {0,1,...,n — 1}.

Exemplo 1.2.24. O conjunto cociente determinado no conjunto das rectas do plano para a

relacao paralelismo é o conjunto de todas as direcgoes.

Proposicao 1.2.25. Sejam x,y € E, entdo T =7 se e sd se x Ry.

Demonstracao. Exercicio. O
Proposicao 1.2.26. Sejam x,y € E, entaioT =7 ouz Ny = (.

Demonstracao. Exercicio. O

Provar-se-a4 na proposicdo enunciada em seguida que o conjunto cociente é de facto, a

particao determinada em E por R.
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Proposigao 1.2.27. Seja R uma relagdo de equivaléncia definida em E. O conjunto cociente

E/R ¢ a parti¢ao determinada em E por R.

Demonstragio. Note-se que x € T pois R ¢é reflexiva pelo que T # ). Seguidamente mostre-se
que TNY = se T # 7. Por redugao ao absurdo suponha-se que existe z € TN7%. Entdo, por

definicao de intersec¢ao de conjuntos tem-se

ZETEezZEY.
Por definicdo de T e 7, vem
zRx e zRy,
mas, R é simétrica logo,
xRzezRy.
Donde, pela transitividade de R,
x Ry.
Pela Proposigao 1.2.25, tem-se
=1y,
o que é absurdo. Assim,
TNy =10
Prove-se agora que U T=F.
zeE
Claramente U T C E. De facto, se y € U T entao existe z € F tal que y € Z. Mas por
RaSID) z€E

definicao de zZ, tem-se y € E.

Prove-se agora a inclusao contraria, ou seja &2 C U T.

zeE
Seja y € E. Como R é reflexiva, y Ry, ou seja y € . Assim, y € U Z, donde se conclui
zeE
que F C U T.
zeE

Das duas inclusoes resulta que
Uz=E.
zelR

O

Reciprocamente, dada uma particio P = {P; ,i € I} de E podemos associar-lhe uma
relacao de equivaléncia R, tal que as classes de equivaléncia da relacao sejam exactamente os

elementos P; de P, a saber:

Para todos a,b € E, diz-se que a Rb se e s6 se existe ¢ € I tal que a,b € P;.
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Proposicao 1.2.28. A relagao R definida atrds é uma relagao de equivaléncia sobre E. Mais,
P =E/R.

Demonstracao. Seja a € E. Como U P; = E, entao existe ¢ € I tal que a € P;, donde a Ra.
Portanto R é reflexiva. A simetria Zéeilmediata.

Sejam agora x,y,z € E tais que x Ry e y Rz. Entao existem ¢ € [ e j € [ tais que
z,y € Pey,z€ P;. Comoy € PN Pj, entdo P, N P; # 0 pelo que i = j. Logo =,z € P e
consequentemente x R z. Portanto R é transitiva. Logo R é relacao de equivaléncia.

Prove-se agora que P = E/R. Seja [a]r € E/R. Como a € E, entdo existe ¢ € I tal que
a € P;. Mostre-se que [a]gp = P;. Se b € [a]g entao a Rb. Como {P; ,j € I} é uma particao
de E e a€ P;, entao b € P;. Logo [a]gr C P,.

Reciprocamente, se ¢ € P;, entdo ¢ Ra e consequentemente, ¢ € [a|g. Portanto, [a]r = P;
e [a]gr € P. Donde E/R C P.

Mostre-se agora que P C E/R. Seja P; € P. Porque P; # 0, seja a € P;. Como j4 se viu,
[a]r = P;, donde P; € E/R. Logo P C E/R e consequentemente, P = E/R. O

Definicao 1.2.29. A funcao
m:F — FE/R
/ , (1.2)
T — z
¢ chamada projeccao canodnica de E sobre E/R (ou projeccao candnica associada a relagao

R).

Exemplo 1.2.30. Seja R a relagio de paralelismo definido no conjunto das rectas do plano.
Observou-se anteriormente que R é uma relagao de equivaléncia neste conjunto. A projecgdao
canonica associa a cada recta do plano a sua direcgdo, ou seja, a classe das rectas que lhe sao

paralelas.

é facil provar que a fun¢do definida anteriormente é sobrejectiva.

1.2.6 Exercicios

1. Em cada uma das alineas seguintes averigue se a relacao binéaria indicada é uma relacao

de equivaléncia. Em caso afirmativo determine o conjunto cociente.

1.1. R=1{(1,2),(2,3),(3,2)}, no conjunto {1,2,3}.

1.2. fRg se e s0 se f(0) = ¢(0), Vf,g € F(R), onde F(R) designa o conjunto das

funcoes reais de variavel real.
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1.3. (z,y)R(z,1) se e s6 se xt = yz, Y(x,y), (2,t) € Z x Z\ {0}.
1.4. aRbse e s6 se a+ b é par, Va,b € N.
1.5. aRbse esose § € Q, Va,be R\ {0}.
1.6. (a,b)R(c,d) se e 56 se a® + b*> = ¢ + d?, ¥(a,b), (c,d) € R?.
1.7. nRm se e 86 se nm > 0, Vn,m € Z.
1.8. nRm se e s6 se nm >0, Vn,m € Z.
1.9. zRyseesbsex >y, Vae,y € R.
1.10. xRy se e s0 se |x| = |y|, Vz,y € R.

1.11. zRy se e s6 se |[x —y| < 3, Vao,y € R.

2. Seja E = {«, 5,7}.

2.1. Indique todos os conjuntos cociente distintos que podem definir-se em FE.
2.2. Dé um exemplo duma relagao binéaria definida em E que seja:

i. anti-simétrica e simétrica;

ii. reflexiva, transitiva e anti-simétrica;

iii. relacao de equivaléncia.

. Seja A = {4, | 7 € R} onde 4, = {(z,y) € R? | y = 22 + 7}, uma familia de

subconjuntos de R?. Prove que A é uma particio de R? e descreva-a geometricamente.

Indique também a relacdo de equivaléncia correspondente.

. Sejam R uma relagdo de equivaléncia sobre E e S uma relagdo de equivaléncia sobre F,

onde E e F' sao dois conjuntos nao vazios. Em E x F' define-se uma relacao binaria =
do modo seguinte:

(z,y)m(z',y') seesdose zRx' e ySy'.

4.1. Prove que 7w é uma relacao de equivaléncia em FE X F'.

4.2. Determine (F x F)/m e prove que existe uma bijeccao entre este conjunto e o

conjunto (E/R) x (F/S).

. Seja p um numero inteiro maior ou igual a 1. Considere a relacao R definida em Z por

xRy sse p divide z — y, Vz,y € Z.

A R chama-se congruéncia modulo p e escreve-se x =y (mod p) em vez de xRy.
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5.1. Mostre que p divide & — y se e s0 se a divisao de x e y por p di o mesmo resto.
5.2. Verifique que R é uma relagdo de equivaléncia sobre Z.
5.3. Determine o conjunto cociente de Z sobre R, onde:

5.3.1. R é a relacao de congruéncia modulo 3;

5.3.2. R é a relacao de congruéncia modulo 5.

6. Sejam R; e Ry relagoes binarias definidas num conjunto ndo vazio £. Em E define-se

a relagao binaria U (designada por reuniao de R; com R3) do modo seguinte:
xUy se e s6 se xRy ou xRoy, para todos z,y € F.

Indique, justificando, se as afirmacoes seguintes sao verdadeiras ou falsas:

6.1. Se Ry e Ry sao reflexivas, entdao U é reflexiva.
6.2. Se R; e Ry sao simétricas, entao U é simétrica.

6.3. Se R e Ry sao relacoes de equivaléncia, entao U é relacdo de equivaléncia.

7. Sejam Ry e Ro relagOes binarias definidas num conjunto nao vazio E. Chamamos
interseccao de Ry com Ry e denota-se por 1N Ry a relacao binéria definida em E do

modo seguinte:

2(R1 N Ry)y se e s6se xRy e xRoy, para todos z,y € E.

Chamamos reciproca de R; e representa-se por Rl_l a relacao binéria definida em F

por:

a:Rl_ly se e s0 se yRix, para todos z,y € E.

Chamamos relacao identidade em E e denota-se por I a relacao definida por:

xly se e s6 se x =y, para todos z,y € E.

Mostre que Ry é anti-simétrica se e s6 se R N R1_1 CcI.
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1.3 Funcoes

Definigao 1.3.1. Sejam A e B conjuntos. Uma funcao (ou aplicagdo) de A para B, simboli-
camente

f:A— B,

¢ uma regra que atribui a cada elemento a de A um unico elemento f(a) de B, a que se chama
imagem de a por f. Os elementos de A sdo chamados objectos. Os conjuntos A e B sao o

dominio e conjunto de chegada respectivamente.

Definigao 1.3.2. Sejam f : A — B uma fungio e EC A e FF'C B. Ao conjunto,

f(E) ={f(z),z € E},

chama-se conjunto imagem de E em B por f ou apenas imagem de E. Quando A = FE, o

conjunto f(A) também se denota por Sf. Ao conjunto
[UF) = {z € A: f(z) € F)
chama-se imagem reciproca de F em A.

Definicao 1.3.3. Seja f : A — B uma fungao.

Diz-se que f € injectiva se f(a) = f(b) implicar a = b, i. e. objectos distintos tém imagens
distintas.

Diz-se que f € sobrejectiva se qualquer elemento de B for imagem de algum elemento de
A através de f, 1. e. Sf = B.

Diz-se que f € bijectiva se f for injectiva e sobrejectiva.

1.3.1 Relagao de Equivaléncia Associada a uma Funcao

Seja f uma funcao de dominio E. Pode associar-se a f uma relacdo binaria, denotada por

Ry do seguinte modo:

xRpyseesose f(x) = f(y),Va,y € E.

A relagao anterior é usualmente conhecida por relag¢ao de equivaléncia associada & fungao

f.

Proposicao 1.3.4. A relagao bindria Ry é uma relagao de equivaléncia.
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Demonstracao. Exercicio. O

Dada uma relacao de equivaléncia R definida em E pode associar-se uma funcao f de
dominio E tal que a relacao de equivaléncia associada a funcao f, Ry, coincide com R. De

facto, a projeccao candnica m associada a R preenche os requisitos anteriores.

Proposicao 1.3.5. Seja R uma relagao de equivaléncia definida em E. A projec¢io candnica
m : E— E/R ¢é uma funcao definida em E tal que a relagao de equivaléncia associada a m

coincide com R.
Demonstragao. Considere-se a funcao 7 definida como em (1.2). Sejam z,y € E. Tem-se,

xRy <= 7(x)=m7(y) por definicao de R ;

<= I =7, por definicao de m;
<= xRy, pela Proposicao 1.2.25.
Assim,
Ve,ye E,xRy<= xRy
ou seja, R = R. U

Ver-se-a4 em seguida de que forma o conjunto cociente intervém na factorizacao duma

qualquer fungao.

1.3.2 Decomposicao Candénica de uma Funcgao

Proposicao 1.3.6. Sejam f : E — F uma fungao e Ry a relagio de equivaléncia associada
a f. Entdo existe uma fungao

f:E/Ry—F
talquef:}om

Demonstracao. Considere-se o diagrama:

K - F
T/
f
E/Ry
Defina-se } da seguinte forma:
F E/R; — F

T = @ =f@).
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Prova-se simultaneamente que } estd bem definida e é injectiva. Sejam T,y € E/Rf tais
que . . )
f@)=f@U <= fl(z)=[f(y), por definigdo de f;
<= xRy, por definicao de Ry;

<= T =71, pela Proposigao 1.2.25.

Finalmente, prova-se que f permite factorizar f como se pretende. Tem-se entao, para

todo x € F,

fom(z) = }(W (x)), por defini¢do de composi¢ao de fungoes;
= }(5), por definicdo de m;
= f(x), por definigdo de }

Provou-se assim que

Vo € E, fon(z) = f(x),

0 que equivale a dizer que

Note-se que

F(E/R;) = {f(
— {f(
= f(B).

Z),T € E/Rs}, por defini¢ao de conjunto imagem;
x),x € B} = f(E), porque E/Ry é uma particao de E;

~—

Corolario 1.3.7. Nas condigoes da proposi¢io anterior existe uma bijec¢io entre E/Ry e

J(E).
Demonstracao. Claramente a funcao

JiE/Ry > f(B)
T o @ =@

¢é injectiva e sobrejectiva. U

Coroléario 1.3.8. Suponha-se que f : E — F € uma funcao sobrejectiva. Entao existe uwma

bijeccao f tal que

Demonstra¢do. Resulta imediatamente da proposicao e corolario anterior. ]
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Considere-se ¢ : F' — F a func¢ao identidade em F. Claramente a restricao de ¢ a f(E),

denotada por 4, € uma funcao injectiva. A essa funcdo chama-se imersao candnica.

Corolario 1.3.9. Eziste uma bijec¢ao g de E/Ry em f(E) tal que f =iogom.

Demonstracao. Considere-se o diagrama:

E LoF
T T4
E/R; § f(E)

Do Corolario 1.3.7, a fungao

g:E/Rf — f(E)

T - 9(@) = f(z)
¢ uma bijeccao. Resta provar que
Ve € Ejiogomn(x) = f(x).
De facto,

iogom(x) = iog(m(x)), por definicao de composi¢ao de fungoes;
= 10g(T), por defini¢ao de T;
= i(f(x)), por defini¢cao de g e de composigao de fungoes;

= f(x), por definigao de i.

1.3.3 Exercicios

1. Sejam F(R) o conjunto das fungdes reais de variavel real e D(R) o conjunto das funcoes

reais de variavel real que sao derivaveis. Considere a funcao d : D(R) — F(R), que a

cada f € D(R) faz corresponder a sua derivada f’.

1.1. Defina a relacao de equivaléncia associada a d, Ry, e determine o conjunto cociente

D(R)/Ry.

1.2. Obtenha a decomposi¢ao canoénica de d. Prove directamente as propriedades que

enunciar, para cada uma das funcoes intervenientes na decomposi¢ao.

2. Seja f : R — R a fungao que a cada = € R faz corresponder f(x) = sen z.
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2.1. Defina a relacao de equivaléncia associada a f, Ry, e determine o conjunto cociente
R/R;.

2.2. Indique justificando, um subconjunto de R que esta em bijecgao com R/Ry.
3. Sejam E e F' dois conjuntos nao vazios e f: E — F uma fungao.

3.1. Defina relagao de equivaléncia associada a f, Ry, e verifique que Ry ¢, de facto,

uma relacao de equivaléncia. Defina conjunto cociente E/Ry.
3.2. Prove que E/R; estd em bijeccdo com f(E).
3.3. Diga o que entende por decomposi¢ao canoénica de f.

3.4. Suponha que E = R, F = R} e f(z) = ||, para todo * € R. Obtenha a

decomposi¢ao canodnica de f. Justifique sucintamente.

1.4 Conceitos Basicos de Estruturas Algébricas

1.4.1 Operagoes Internas

Definigao 1.4.1. Chama-se operacao bindria em E, ou apenas operagao em E a toda a
fungao
*x:ExFE — FE

(u,v) S uxv

A uma operacao binaria também se chama lei de composicao interna ou operacao interna.
Note-se que dizer que = é uma opera¢ao interna em F significa dizer que para todo

(r,y) € E x E existe um e um s6 z € F tal que
Z=xT*xy.
Diz-se também que E é fechado para a operacao.
Exemplo 1.4.2. EmR,C, Z,RT,Z7", a adigdo e multiplicacio usuais sao operacoes internas.

Exemplo 1.4.3. Em R\{0} a adi¢do nao uma operagao interna. Note-se que 2 + (—2) =0

¢ R\{0}.

Exemplo 1.4.4. No conjunto M4(C) das matrizes de tipo 4 x 4 com entradas em C, a

multiplicagao de matrizes € uma operag¢ao interna.



1.4. CONCEITOS BASICOS DE ESTRUTURAS ALGEBRICAS 19
Exemplo 1.4.5. Seja F o conjunto das fungoes reais de varidvel real. A adicao de funcoes
é uma operagao interna em F.

Note-se que a adicao de fungoes é uma aplicagao definida da seguinte forma:

+: FxF = F
(f,9) - f+4y

onde, para todo z € R, (f 4+ g)(z) = f(x) + g(x). Note-se que aqui o simbolo “+” tem aqui

dois significados diferentes.
Exemplo 1.4.6. Em Z*, %, definida por a xb = min{a,b} é uma operagio interna.
Exemplo 1.4.7. Em Z*, *, definida por ax b= a é uma operagio interna.

Exemplo 1.4.8. Em Z*t, «', definida por a b = ( a*b) +2, onde » estd definida no

Ezemplo 1.4.6 € uma operagao interna.

Exercicio 1.4.9. Em R considere definida o operacao interna 6 do sequinte modo:

zy=2xy—o—y+2,

para todos os z,y € R. Prove que # é ainda interna em R\{1}. Resposta: Sejam

x,y € R\{1} quaisquer. Vamos provar que

xly #£ 1.

Suponhamos que z0y = 1, isto é, 0y = zy — x — y + 2 = 1. Do anterior tem-se
(zr—1ly=x-1.

Note-se que = # 1 e portanto do anterior resulta que y = 1 o que nao pode acontecer.
Assim,

x0y # 1.

Definicao 1.4.10. (Operacao comutativa) Uma operagao bindria * definida em E diz-se
comutativa se e so Se

Va,be E,axb=>bxa.

Definicao 1.4.11. (Operacao associativa) Uma operacao bindria * definida em E diz-se
associativa se e s0 se

Va,b,c € E,(axb)xc=ax(bx*c).
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Exemplo 1.4.12. A adicao e multiplicacao sao operagoes associativas e comutativas em 7

mas a subtrac¢ao nao € comutativa nem associativa nesse conjunto.

Exemplo 1.4.13. A composicao de fungoes reais de varidvel real € associativa mas nao €

comutativa.

1.4.2 Operagoes Externas

Introduz-se agora o conceito de Operacao Externa. De facto, ja foi definido este conceito na
disciplina de algebra Linear e Geometria Analitica e apresentam-se alguns exemplos que nos

sao familiares.

Definicao 1.4.14 (Operacgao externa com dominio de operadores K). Seja K # @. Chama-
se lei de composicao externa com dominio de operadores K ou simplesmente operacao externa

com dominio de operadores K a toda a funcao “e” definida da sequinte forma,

o: K xXFEF — E

(k,x) ~ kex

Neste caso, diz-se também que F é fechado para a operacdo externa com dominio de

operadores K.

Exemplo 1.4.15. Se V for o conjunto dos vectores livres do espaco, a multiplicacio por um
escalar real € uma funcao de R XV em V e portanto é uma lei de composi¢io externa com

dominio de operadores R.

Definicao 1.4.16. (Operacio externa definida em E) Seja K # &. Chama-se lei de com-
posi¢ao externa definida em E ou simplesmente operacao externa definida em E a toda a
funcao “o” definida da sequinte forma,
o: FxFEF — K
(wy) = zey
Exemplo 1.4.17. O produto interno € uma fung¢ao de V xV em R e portanto é uma lei de

composi¢ao externa definida em V.

1.4.3 Estruturas e Subestruturas Algébricas

Definicao 1.4.18. A todo o conjunto munido de uma ou mais operagoes internas e/ou ex-

ternas chama-se estrutura algébrica.
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Suponha-se que o conjunto E estd munido duma operacao interna, x e uma operagao
externa e relativamente a um conjunto K # & de operadores. Denote-se esta estrutura

algébrica por (F,*,e).
Definicao 1.4.19. Uma subestrutura algébrica de (E,*,) é um subconjunto S # & de E
que € fechado para as operacoes x e ® de E, isto é:
Ve,y € S,zxy €S
Va e K,Vx € S;aex € S.

Duma forma geral, se (F,*1,%2,...,%,,®1,02,...,0,) é uma estrutura algébrica onde
*1,%9, ..., %, SA0 N operacoes internas e o1, @5, ..., @, 530 M operagoes externas, onde n,m €

N, define-se subestrutura algébrica da estrutura anterior da seguinte forma:

Definicao 1.4.20. Uma subestrutura algébrica de (E,*1,%2,..., %, 01,09, ..., 0,) € um sub-
conjunto S # & de E que € fechado para as operagoes x1,x2,..., %, € @1, 05 ... 0, de F,

isto €, se para todos i € {1,...,n}, 7 €{1,...,m}, se tem
Ve, y € S,xxy €S,
Vaec K,Vr € S,aejzcS.

Sejam Pj, Py, ..., P,l € N, propriedades estruturais (propriedades caracterizadoras da
estrutura) de (E, *1,%*2,...,%p,®1,02,...,0,). Para que S C E, e munido com as operagoes
induzidas pelas operagoes de F seja uma subestrutura (do mesmo tipo) de E tem que satisfazer

igualmente as propriedades estruturais de E.

Exemplo 1.4.21. Seja (V,+,e) um espago vectorial sobre R. O subconjunto nao vazio S de
V € um subespago vectorial de V se, para as operagoes induzidas pelas operagoes de V satisfizer

as propriedades estruturais de V, ou seja os aziomas de espaco vectorial.

Se S & uma subestrutura algébrica de E' denota-se por S < E. Se além disso S satisfizer
as mesmas propriedades estruturais de E diz-se que S é um subestrutura do mesmo tipo de

E e denota-se por S < F.

Definicao 1.4.22. Chamam-se propriedades hereditdrias a todas as propriedades de uma

estrutura algébrica vdlidas em todos os seus subconjuntos nao vazios.
Exemplo 1.4.23. A comutatividade e associatividade da adi¢gdo de nimeros reais.

Definicao 1.4.24. Chamam-se propriedades nao hereditdrias a todas as propriedades de uma

estrutura algébrica que nao sao validas em todos os seus subconjuntos nao vazios.
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1.4.4 Grupobides, Semigrupos e Mondides

Definicao 1.4.25. Chama-se grupoéide a todo o par (E,x) onde x € uma operacao interna

definida em E. Se a operacao é comutativa diz-se que o grupdide é comutativo.
No que se segue (F, ) é um grupoide.

Definicao 1.4.26. (Elemento neutro a direita) Um elemento 0 € E diz-se elemento neutro

a direita para x em E (ou em relagdo a x em E), se x x0 = x, para todo x € E.

Definicao 1.4.27. (Elemento neutro a esquerda) Um elemento p € E diz-se elemento neutro

a esquerda para * em E (ou em relagao a x em E), se u*x = x, para todo x € E.

Definicao 1.4.28. (Elemento neutro) Um elemento e € E diz-se elemento neutro para x em

E (ou em relagao a x em E), se exx = x *e =z, para todo x € E.
Note-se que e é simultaneamente elemento neutro & direita e & esquerda.

Exemplo 1.4.29. O elemento 0 € elemento neutro a direita em relagao a operagao subtracgao
em R mas nao € elemento neutro & esquerda. O elemento 1 € o elemento neutro em relagao

a multiplicacao em 7.

Definicao 1.4.30. (Elemento invertivel a direita) Um elemento x € E diz-se invertivel

direita se e so se existe um elemento d € E tal que x xd = e.

Definicao 1.4.31. (Elemento invertivel a esquerda) Um elemento x € E diz-se invertivel

esquerda se e so se existe um elemento | € E tal que [ xx = e.

Definicao 1.4.32. (Inverso de um elemento) Um elemento ' € E, chama-se inverso de

rEFE sexxas' =2 xx=e.
Definicao 1.4.33. Um elemento diz-se invertivel se possui inverso unico.
Teorema 1.4.34. Dado um grupdide (E,x), se existir elemento neutro este serd unico.

Demonstra¢ao. Suponhamos que e e e; sao dois elementos de E tais que, para todo z € F,

EkXT =T *xkeEe=2T

el *Tr =x*xe = T.
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Considere-se e x 1. Se e é o elemento neutro de F tem-se e xe; = e;. Mas, se e; € 0

elemento neutro de F, e x e = e. Assim,
€] = €exep =e.
O

Definicao 1.4.35. Chama-se semigrupo a todo o grupoide associativo, isto €, a operacao do

grupdide € associativa.
Definigcao 1.4.36. Chama-se mondide a um semigrupo com elemento neutro.
Exemplo 1.4.37. (N,.) é um mondide.

Teorema 1.4.38. Seja (E,x) um mondide com elemento neutro e. Se a € E ¢é invertivel a
direita e a esquerda, entdao esses inversos coincidem e a € invertivel sendo o seu inverso um

desses elementos.
Demonstragao. Sejam a’ e a” os inversos de a a esquerda e a direita respectivamente.

ad=dxe = dax(axd"), definicao de e e a”;
= (d' xa) *d”, pela associatividade de x em E;

= exa’ =d”, por definicao de e.

O

Teorema 1.4.39. Sejam (E,*) um mondide e a, b € E. Suponha-se que a é invertivel.

Entao as equagoes lineares axx =0 e y*a = b tém solugao unica.

Demonstragao. Primeiro mostrar-se-a que a’xb é uma solucao de axx = b, onde a’ é o inverso

de a. Note-se que

ax(a *b) = (a*a’)*b, pela associatividade de x em E;
= ex*b, definicao de d’;

= b, por definicao de e.

Analogamente se mostra que y = b a & uma solucdo de y x a = b. Para mostrar a

unicidade da solucao suponha-se que temos duas solucgoes y1, yo tais que
yixa=>beyy*a=>0.

Entao

Y1 *a = Y *a.
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Uma vez que x ¢ uma operagao, a’ & o inverso de a e x ¢ associativa, a igualdade anterior
é equivalente a

(y1xa)xad = (yaxa)*xd.

Que, tendo em atencdo que a é invertivel e, por definicdo de elemento neutro, o anterior é

equivalente a

Y1 = Y2.

Definicao 1.4.40. (Cancelamento a direita) Seja (E,*) um grupdide. Se,
Ve,yz€e Bixxz=yxz=1x =y,

diz-se que z ¢ cancelavel (simplificavel ou regular) & direita para a operagdao *.

Definicao 1.4.41. (Cancelamento a esquerda) Seja (E,*) um grupdide. Se,
Ve,y,z € B zxx =zxy = x =y,

diz-se que z ¢ cancelavel (simplificavel ou regular) & esquerda para a operagao *.

Definicao 1.4.42. (Elemento canceldvel) Um elemento diz-se cancelavel (simplificivel ou

regular) para a operagao * se for canceldvel (simplificivel ou regular) a direita e & esquerda.

Definicao 1.4.43. (Lei do Cancelamento) Um grupdide (E,*) goza da lei do cancelamento

ou lei do corte se todos os seus elementos forem canceldveis.

Exemplo 1.4.44. Em (N,+) € vdlida a lei do corte.

Exemplo 1.4.45. Em (R,.) nao € vdlida a lei do corte pois por exemplo, 0 x 2 =0 x5 e
2#5.

1.4.5 Homomorfismo de Grupdides

Definicao 1.4.46. Sejam (E,x) e (F,e) dois grupdides. Chama-se homomorfismo de (E,x)
para (F,e) a toda a funcao f: E — F tal que

Vo,y € B, f(zxy) = f(x) e f(y).

Exemplo 1.4.47. Sejam (N, +) e (2N, +) dois grupdides. A fungao f: N — 2N tal que para

todo n € N, f(n) = 2n, é um homomorfismo de grupdides.
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Teorema 1.4.48. Sejam (E,*), (F,0) dois grupdides. Se f : E — F ¢ um homomorfismo

entre os dois grupdides entao f(E) € fechado para a operagao o.

Demonstragao. Sejam a,b € f(F). Por defini¢ao de f(FE), existem u,v € E tais que a = f(u)
,b= f(v). Assim,
aob= f(u)o f(v) = fluxv),

porque f é um homomorfismo de grupoéides. Note-se que como (F,*) é um grupoéide uxv € E.
Provou-se assim que

Va,b e f(E),aobe f(E).

No que se segue E e F' sao conjuntos nao vazios.

Teorema 1.4.49. Sejam (E,*), (F,0) dois grupdides. Se f : E — F ¢ um homomorfismo

entre os dois grupoides entao:

a) Se x ¢ associativa em E, entdo * é associativa em f(E);

b

) Se x é comutativa em E, entio * é comutativa em f(E);
c) Se e € elemento neutro de (E,*) entao f(e) € elemento neutro de (f(E),o);

(
(
(
(d) Se em (E,*), 2’ € o inverso de x, entio f(z) € o inverso de f(x') em (f(E),o).

Demonstrag¢ao. Demonstrar-se-4 apenas a alinea (¢). As demonstracoes das alineas de (a), (b)
e (d) serao deixadas como exercicio.
Seja a € f(E) um elemento arbitrario. Por defini¢do de f(F), existe um elemento u € E

tal que a = f(u). Vai-se provar que
wo f(e) = f(e)oa=a.

Tem-se entao,
ao f(e) = f(u)o f(e) = fluxe) = f(u) =a,

uma vez que f & um homomorfismo de grupoides e e é o elemento neutro de (E,*). Analoga-

mente se prova que f(e) o a = a, para todo a € f(E). O
A (f(E),o) chama-se imagem homomorfa de E por f.

Teorema 1.4.50. A composi¢ao de homomorfismos de grupdides ainda € um homomorfismo

de grupoides.
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Demonstrac¢ao. Exercicio. O
Definicao 1.4.51. Sejam (E, ), (F,0) dois grupdides e f : E — F um homomorfismo entre
0s dois grupoides. Diz-se que f é:

. um monomorfismo se f € injectiva;

. um epimorfismo se f € sobrejectiva;

1
2
3. um 1somorfismo se f € bijectiva;
4. um endomorfismo se £ = F;

5

. um automorfismo se f endomorfismo e isomorfismo.

Quando existe um isomorfismo entre os dois grupdides, escreve-se E ~ F e diz-se que o0s
grupdbides sao isomorfos.
Suponha-se agora que em E, F estao definidas duas operagoes externas e e ® (relativa-

mente a um mesmo conjunto de operadores K # & respectivamente).

Definicao 1.4.52. Chama-se homomorfismo de E para F' (ou de (E,e) para (F,®)) a toda
a funcgao f: E — F tal que

Vae K,Vx e E, flaox) =a® f(x).

1.4.6 Exercicios

1. Para cada uma das regras seguintes indique as que sao operacoes internas e as que nao

Sao.

1.1. axb=/|ab| em Q;
1.2. axb= 7 em Z;

1.3. (a,b) x (¢,d) = (a + c,cb + d) em R?;

1.4. axb = raiz da equacdo 22 — a’b? = 0 em R;
1.5. axb=alogb no conjunto {x € R | z > 0};
1.6. axb=a+bem N;

1.7. x = subtrac¢do no conjunto {z € Z | z > 0}.

2. Para as operacoes  em R? das alineas (a) e (b) definidas abaixo, indique se % verifica

(ou ndo) as propriedades seguintes:

2.1. % é comutativa;
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2.2. % é associativa;

2.3. R? possui um elemento neutro relativamente a +;

2.4. Todo o elemento (a,b) € R? tem inverso relativamente a ;
(a) (a,b) % (¢c,d) = (ac,bd), ¥(a,b), (c,d) € R?;
(b) (a,b) x (¢,d) = (a + ¢,cb+d), ¥(a,b), (c,d) € R,

3. Sejam G um conjunto ndo vazio e * uma opera¢ao interna em (. Defina elemento

neutro de (G, *).

4. Suponha G = R e x tal que a xb = Va? + b2. Indique, justificando, o valor 16gico da
seguinte proposicao:

(G, ) tem elemento neutro.

5. Seja G = {0 : Z — Z}. Para 0,7 € G define-se o x 7 como sendo a aplicacao tal que

para todo n € Z, (o *7)(n) = o(n) - 7(n), onde - designa o produto usual.

5.1. Verifique que x é uma operagao interna.
5.2. Encontre, caso exista, o elemento neutro de (G, *).

5.3. Indique os elementos de (G, *) que possuem inverso.



28

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Topicos sobre Teoria de Grupos

2.1 Propriedades Elementares

Definicao 2.1.1. (Grupo) Um grupo (G,*) € um conjunto fechado para a opera¢ao bindria

* e que satisfaz os sequintes axiomas:

G1 : A operacao x € associativa;
Go : Existe um elemento e € G tal que exx = x xe = x, para todo x € G.

Gs : Para todo a € G, existe um elemento a’ € G, tal que axa' =d' xa=e.

Como ja se viu, a e chama-se elemento neutro (ou identidade) de G e a o’ chama-se o
inverso de a. Para ndo sobrecarregar a notacao por vezes denotar-se-a o grupo (G, *) apenas

por G.

Definicao 2.1.2. (Grupo abeliano) Um grupo G diz-se abeliano se a opera¢ao bindria x é

comutativa.

Apresentam-se agora alguns exemplos de estruturas que sao grupos e outras que nao estao

nas condicoes do teorema anterior.
Exemplo 2.1.3. A estrutura (Z*,+) ndo é um grupo pois nao existe elemento identidade.

Exemplo 2.1.4. O conjunto dos nimeros inteiros nao negativos (incluindo o zero) com a
operac¢ado adi¢do nao € um grupo. Apesar de existir elemento identidade, nao existe inverso

para o elemento 2.
Exemplo 2.1.5. As estruturas (R, +),(Z,+),(Q,+) e (C,+) sdo grupos.

29
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Exemplo 2.1.6. A estrutura (Z*, x) nao é um grupo. Apesar de existir elemento identidade,

o elemento 3 nao possui inverso.
Exemplo 2.1.7. (RT, x),(Q", x) , (Q\{0}, x), (R\{0}, x) e (C \{0}, x) sdo grupos.

Exemplo 2.1.8. O conjunto das fungoes reais de varidvel real com o adigdo de fungoes € um

grupo. Este grupo ¢ abeliano.

Exemplo 2.1.9. O conjunto das matrizes de tipo m x n,m,n € N, com entradas em R
denotado por My« (R) € um grupo para a adigao de matrizes. A sua identidade € a matriz

cujas entradas sao todas nulas.

Exemplo 2.1.10. O conjunto M, (R) de todas as matrizes de tipo n X n com a opera¢ao
multiplicagao de matrizes nao € um grupo. A matriz de tipo n X n cujas entradas sao todas

nulas nao tem inverso.

Exemplo 2.1.11. O subconjunto S de M, (R) de todas as matrizes n x n invertiveis com a

operacao multiplicacao de matrizes € um grupo. Este grupo ndo € abeliano.

Nos exemplos anteriores apresentaram-se estruturas em que as operacoes eram bastante
familiares. Apresenta-se agora um exemplo duma estrutura em que a sua operacao binaria

nao ¢é tao familiar.

Exemplo 2.1.12. Considere-se a estrutura (Q*,%) onde x estd definida da forma sequinte:

a
b=—.
a 5
Entao,
b b
(a*b)*c:%*c:%,
e, da mesma forma
«(bxc) *bc abe
a c)=a*—=—.
2 4

Assim, x € associativa. € facil verificar que
2xa=ax2=a,VaeQ,
e portanto, 2 € o elemento identidade para x. Finalmente,

4 4
ax—=—xa=2,
a a

e portanto a’ = % ¢ o inverso de a em QV. Assim, QT com a operagio * ¢ um grupo.
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Proposicao 2.1.13. Num grupo a identidade € unica e cada elemento possui 1nverso unico.
Demonstracao. Resulta das proposigoes ja apresentadas. O
Proposicao 2.1.14. Num grupo € vdlida a lei do corte.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 2.1.15. Seja (E,x) um semigrupo com identidade o esquerda, e, (respectivamente,
direita) e em que todos os elementos tém inverso a esquerda (respectivamente direita) entao

(E, %) € um grupo.

1

Demonstracio. Seja a € E e seja a™ o inverso a esquerda de a. Entao

(aa™H? = (aa V) (aa™t)
= a(ata)a™?
= a(ea™)
= aa!

Seja r o inverso & esquerda de aa™!, entdo

aa”! = eaa”!

= (raa YHaa™!

= raa

1

Portanto, ™" é o inverso & direita de a. Agora, como

ae = a(a"la)
= (aa Ya
= ea
= a,

podemos concluir que e é elemento neutro de E. Provamos que todo o elemento tem inverso
bilateral e que F tem elemento neutro, logo £ é um grupo.
De forma analoga, conclui-se que um semigrupo com identidade a direita e em que todos

os seus elementos tém inverso & direita é um grupo. O
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2.1.1 Grupos Finitos e Tabelas de Entradas

Definicao 2.1.16. Um grupo G diz-se finito se tiver um nimero finito de elementos.

Em termos de notagao usa-se:

|G| < o0

ou

card(G) < oo.
Se G for um grupo infinito escreve-se |G| = oo.
Definicao 2.1.17. Chama-se ordem de G ao nimero de elementos de G.

Em termos de notagao usa-se:

|G| ou O(G).

Um grupo finito, (G, ) onde G = {x1,z9,...,2,} pode ser representado por uma tabela
n x n a duas entradas onde cada elemento (ou entrada) (4, j) € o produto z; xx;. Um vez que
um grupo tem pelo menos um elemento, a sua identidade, um conjunto minimal que poderd
ter a estrutura de grupo é o conjunto {e}. A unica operacdo binaria x possivel em {e} esta
definida por

exe =e.

Claramente todos os axiomas de grupo sao verificados.

[r-se-4 agora, num conjunto com dois elementos, introduzir uma estrutura de grupo. Como
um desses elementos desempenhara o papel de identidade do grupo e considere-se esse con-
junto igual a {e,a}. Para escrever a sua tabela de grupo ir-se-a listar os elementos na mesma
ordem, em linha e coluna considerando o elemento identidade em primeiro lugar como se

apresenta na tabela:

x| el a

e )

a

Como e é o elemento identidade dever-se-a ter
exr=xxe=ux,Vr € {ea}l.

Assim, pode preencher-se a primeira linha e coluna da tabela da seguinte forma:

x| el a

e|le|al




2.1. PROPRIEDADES ELEMENTARES 33

O elemento a deveré ter um inverso a’ tal que

axd =d xa=e.

Observe-se que a’ € {e,a}. O caso em que a’ = e nao funciona pois nesse caso a = e, assim

considere-se @' = a. A tabela final terd a forma:

xlela
elelal (2.1)
alale

Os axiomas Gy e G sao verificados. O axioma Gy terd que ser verificado caso a caso.

Ir-se-4 agora listar algumas condigoes necessarias e suficientes para que uma tabela onde

estd definida uma operacao binaria num conjunto finito devera satisfazer para que o conjunto

com essa operagao estabeleca um estrutura de grupo nesse conjunto.

1.

Deveré existir um elemento desse conjunto, denotado por e, que desempenhara o papel

da identidade do grupo.

A condigao e x x = x significa que na linha correspondente ao elemento e, os elementos
do conjunto aparecem na mesma ordem de disposi¢cao em que se encontram na linha de

topo.

A condic¢ao zxe = x significa que na coluna correspondente ao elemento e, os elementos
do conjunto aparecem na mesma ordem de disposicao em que se encontram na coluna

colocada mais a esquerda da tabela.

O facto de que todo o elemento a tem inverso & direita significa que na linha correspon-
dente a a o elemento identidade deverd aparecer na entrada de cruzamento dessa linha

com a coluna onde se encontra esse inverso a direita.

O facto de que todo o elemento a tem inverso a esquerda significa que na coluna cor-
respondente ao elemento a aparece o elemento identidade na entrada de cruzamento

dessa coluna com a linha onde se encontra esse inverso a esquerda.

Pelo Teorema 1.4.39 as equagdes axx = e e y xa = e tém solugdes tnicas. De forma
andloga se prova que as equagoes zxa = e e a xy = e tém solugdes Unicas. Ora isso
significa que cada elemento b do grupo deverd aparecer uma e uma s6 vez em cada linha

e coluna.
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7. A comutatividade é traduzida pela simetria relativamente & diagonal principal da tabela.

Note-se que a associatividade, a menos que seja definida alguma propriedade caracteri-

zadora da operacao, terd que ser verificada caso a caso.

Suponha-se agora temos um conjunto com trés elementos. Considere-se como anterior-
mente, o conjunto {e,a,b}, onde e denota a identidade do grupo. Uma operacdo binaria

definida neste conjunto devera ter associada uma tabela da seguinte forma:

Esta tabela deverd ser preenchida da forma apresentada abaixo onde cada elemento

aparece uma e uma s6 vez em cada linha e em cada coluna.

(2.2)

Ir-se-& ver uma forma facil de verificar a associatividade que sera apresentada no Exemplo
2.1.18 de tal forma que podemos obter a propriedade associativa para x em {e, a,b}. Suponha-
se agora que temos outro grupo G’ com trés elementos em que a identidade ¢ o elemento que
aparece primeiro. Uma vez que o preenchimento da tabela para G = { e, a, b} foi feita apenas
de uma tnica forma, podera observar-se que se tomarmos a tabela de G’ e considerarmos o
seu elemento identidade com sendo e, o primeiro elemento como sendo a e o ultimo elemento
como sendo b, a tabela resultante para G’ é precisamente a mesma que foi considerada para
G. Observe-se entao que a estrutura das duas tabelas é precisamente a mesma para os dois
grupos e, um grupo poderd ser encarado como o outro grupo bastando para isso fazer uma
correspondéncia entre os elementos.

Assim, quaisquer dois grupos com trés elementos tém exactamente a mesma estrutura.
Esta é a primeira referéncia que se fard ao conceito de isomorfismo entre grupos. Esta refer-
éncia é feita duma forma informal. Dar-se-4 mais tarde uma defini¢ao formal de isomorfismo

entre grupos.
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Exemplo 2.1.18. ¢ fdcil verificar que para n € Z*, as n solugoes em C da equagdo ™ = 1
formam um grupo multiplicativo U,. Assim,
1 3 1 3
Uy ={1},Us ={-1,1} e U3 = {1,—5 + %i,—i — %z}

Uy = {1, 1, —1, —i}

sao grupos abelianos para a operagao multiplicagio de complexos. Ao grupo U, , n € N

chama-se grupo multiplicativo das n-ésimas raizes da identidade.

Como se viu anteriormente, o grupo Us deverd ter a mesma estrutura (isomorfo a) que
o grupo {e,a} apresentado na tabela 2.1. Como se sabe que a operagao definida em Us é
associativa conclui-se imediatamente que a operacao definida em {e,a} é associativa. De forma
semelhante a operacao definida em Us é associativa. Pelas observacoes anteriores conclui-se
que a operacao definida na tabela 2.2 também é associativa. O grupo U; é isomorfo ao grupo
{e}. O proximo exercicio mostrard que a tabela para Uy ¢ uma das duas possibilidades que

serd apresentada para um conjunto com 4 elementos.

Exercicio 2.1.19. Considere o conjunto {e,a,b,c}. Construa as tabelas de possiveis can-

didatos a grupos.

2.1.2 Propriedade Associativa Generalizada

Sejam x1,x2, .. ., T, elementos do grupo G. Define-se o produto z1zs - - - x,, da seguinte forma:
T1T2X3 = (:L‘1:L‘2).’L‘3
T1Xx2X3T4 — (:L‘1:L‘233‘3).’L‘4 = ((1‘11‘2)1‘3):1)4
T1XQL3TATS = (:L‘1:L‘233‘333‘4)33‘5 = (((1‘11‘2)1‘3)1‘4)1‘5
T1T2x3 Ty = (T1T2T3 0 Tn—1)Tn = (- ((2122))23) -+ - Tn—1) T
Assim, se pj = @1z xj, para j € {1,...,n}, entdo, p; = pj_1x; para qualquer j >

1. A propriedade associativa generalizada véalida num semigrupo, diz-nos que o produto de

elementos 1, ..., x,, por uma certa ordem nao depende do modo de associagao dos factores.

Exemplo 2.1.20. Dados quatro elementos x1,x2,x3 e x4 dum grupo, os produtos

(z122)x3)74, (T122)(T374), (21 (T223)) T4, 21 ((T223)74), 21 (T2(2374))
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representam todos o mesmo valor, (note-se que x1xox3:4 € por defini¢ao o valor da primeira

destas erpressoes).

A propriedade associativa generalizada para produtos de quatro ou mais elementos dum
grupo pode ser verificada pelo principio de inducao matemaética no nimero de elementos
envolvidos nesses produtos.

Considere-se um produto de n elementos do grupo G, quando n > 3. Sejam esses ele-
mentos, x1, s, ..., 2, ordenados pela ordem em que aparecem na expressao do seu produto.
Suponha-se que a propriedade associativa generalizada é verificada para todos os produtos de
elementos envolvendo um nimero inferior a n (isto &, quaisquer dois produtos envolvendo um
numero inferior a n elementos tomam o mesmo valor sempre que os elementos de G ocorrem
nos dois produtos pela mesma ordem). Pretende-se provar que o valor do produto x1xs - - x,
é

X1Toxg Ty = (- ((x122))x3) +  + Tpy—1) Ty

O primeiro passo é considerar o produto dum elemento z,, € G com o seu sucessor 1.
Os passos seguintes permitem calcular um produto de n — 1 elementos, nomeadamente con-
siderando os elementos z; para 1 < ¢ < r, os elementos z,x,1, € 0s elementos x; para
r+1<i<n. A validade da propriedade associativa generalizada para produtos de elemen-
tos de G com um namero inferior a n permite-nos concluir que o valor p do produto é dado

por:

(r122)X3 - XYy se r=1;
x1(zow3) -+ - Ty se r=2;
p=1< xixo(x324)T5 - T se r=3(en>4)

| Z122 - Tp_2(Tp_12y) se T =n-—1

Da mesma forma, a propriedade associativa generalizada para produtos de elementos de

G com um numero inferior a n assegura que se r < n — 1 entao
T1X9+ Tpo1 (TpTpp1) = T1T2 -+ Tpp1

e assim p = w129 ---x,. Assim, para verificar a propriedade associativa generalizada para

produtos com n elementos basta verificar que

1T+ Ty2(Tp_1Tn) = T1T2 - Tp.
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O caso n = 3 ¢é a propriedade associativa para produtos com trés elementos. Para n > 3

seja y o produto zxg - - x,_o dos elementos z1,z2,...,T,—2 (cOm y = x122 NO caso em que
n = 4). Entao
12X - xn—Q(xn—lxn) - y(mn—lxn) - (yzn—l)mn - (‘Tle e xn—l)x
= T1To: - Tp.

Provou-se entao que se a propriedade associativa generalizada se verifica para um produto de
elementos de G com um namero inferior a n entdo também se verifica para um produto de
elementos de G com n elementos. A validade da referida propriedade segue-se por inducao
no nimero de elementos que estd envolvido nesse produto.

Note-se que 0 tnico axioma de grupo que foi usado foi a propriedade associativa para trés
elementos. Assim, a propriedade associativa generalizada é valida em qualquer grupoéide onde
se verifica a associatividade para trés elementos, ou seja num semigrupo. Assim, a referida

propriedade ¢é valida em qualquer semigrupo.

2.1.3 Poténcias num Grupo

A propriedade associativa generalizada valida num semigrupo, diz-nos que o produto de el-
ementos x1,...,T,, por uma certa ordem nao depende do modo de associagao dos factores,
isto é:

(1 ) (Xpg1 - xp) = (X1 g) (Tsp1 -2V, 8,1 <1 < 8 < .

Claramente esta propriedade é vilida num grupo.
Se x1 = -+ = x, = z, define-se, para n € N, poténcia multiplicativa de x, como sendo o
produto de x
2t =x-- - (2.3)

Proposicao 2.1.21. Nas condigoes do que foi dito anteriormente, para n,m € N, tem-se

"™ = "t (2.4)

(@™)" = g™, (2.5)

Demonstragao. Prove-se em primeiro lugar (2.4). Para qualquer m € N, a demonstragao é

feita por inducdo em n. Se n = 1, tem-se 2™x! = 2™z = 2™*!, atendendo & associatividade.
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Para qualquer m € N, z™z" ! = 2™ (2"x) = (a™a")x = £ g = g(MIn)+L = gmt(tl),

Prove-se agora (2.5). Ir-se-4 fazer a demonstragao por indu¢ao em m. Para qualquer n € N,

se m = 1, tem-se (z")! = 2" = z"!. Admita-se que para todo n € N, se tem (z")™ = z™™.
Entao, para qualquer n € N, utilizando (2.4) e a hipotese de indugao:
(zn)m—l-l — (xn)mxn — pmgn — anmtn xn(m—i—l)‘ 0

Convenciona-se que

2% =e, (ouz®=1).

Se no grupo G esta definida uma notacao aditiva, escreve-se (G, +), e, em vez de (2.3),

(2.4) e (2.5) tem-se

nr=x-+---+ .

mx +nx = (m+n)x

( n parcelas ) mx + --- + ma = n(mzx) = (nm)z, paran,m € N.

Num grupo multiplicativo, além das poténcias de expoente inteiro nao negativo define-se

também poténcias de expoente negativo do seguinte modo:

7" = (27", n eN.

2.1.4 Conjugado e Comutador

Seja G um grupo (considere-se um grupo multiplicativo).

Definigao 2.1.22. Chama-se conjugado de x por y, denota-se por x¥, ao elemento de G,
¥ =y lay.

Definicao 2.1.23. Chama-se comutador de x e y, denota-se por [z,y|, ao elemento de G,

[2,y] = zyz~ 'y~

Exercicio 2.1.24. Sejam G um grupo multiplicativo com elemento neutro e e x,y,z € G.

Mostre que:

1. (%)t = (27 1)v.
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Demonstragio. Mostre-se apenas que z¥(z )Y = e. & deixado como exercicio que (z~!)Yz¥ =

e. Tem-se entao, por definicao de conjugado,
2 (a2 = (y ay)(y e y).

Tem-se entao,

1

(v toy)(yte~ly) = (v lz)(yy 1) (z7'y), pela associatividade,

(-
(y~tx)e(z~ly), pela definicio de elemento inverso
= (y'z)(z~'y), pela definicio de elemento neutro
=y Yzx~1)y, pela associatividade

= e pela definicao de elemento inverso e elemento neutro.

z

2. (zy)* = z*y~.
3. 0F =y ==y

7' =[y,2].

4 [z,y
5. Sejam G um grupo e zy,...,T,,y elementos de G, n € N. Mostre que

Y
(:1;1:1;2...:1;”)3/ = :1;1 :1;%
Exercicio 2.1.25. Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operagao interna em G.

1. Defina elemento neutro de (G, *).

Resposta: Diz-se que e € G é elemento neutro de G se e s6 se e xa = a * e = a, para

todo a € G.

2. Suponha G = R e * tal que a xb = Va2 + b%. Indique, justificando, o valor logico da
seguinte proposicao:

(G, *) tem elemento neutro.

Resposta: Seja entdo e € G. Para que e seja o elemento neutro de (G, x), tem que

verificar-se

axe=Val+el=aeexa=+\e2+a2=a.
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Considere-se apenas uma das igualdades. O estudo da outra é andlogo.
Tem-se Va2 + €2 = a o que implica que a® + e¢? = a? donde resulta que e = 0. Ora, para
que se verifique a implica¢ao contraria, e = 0 tera que verificar Va2 + e? = a. Mas isso nao

acontece para todo a € R, pois Va? = |a|. Basta tomar a = —1. Assim, o valor logico ¢ falso.

2.1.5 Exercicios

1. Averigue se os conjuntos seguintes tém estrutura de grupo para as operagoes indicadas:

L.1. (Q\ {0}, x);
1.2. (R,x), com xxy =z +y —xy, Yo,y € R;

1.3. O conjunto das solugbes complexas da equacao " —1 = 0, n € N, para a multi-

plicacao;
1.4. O conjunto das solu¢Oes reais da equagao da alinea anterior para a mesma operacao;

1.5. O conjunto das aplicacoes aqp : R = R, a € R\ {0}, b € R definidas por o p(z) =

ax + b, Vxr € R, para a composicao de aplicacoes;
1.6. (A, x) onde A= {cosf+isenf € C |0 € R},

1.7. (G®°,®), onde (G, x) é um grupo, G° designa o conjunto das aplicacoes de um

conjunto S # @ em G e
(f®@g)(s) = f(s) x g(s), Vf,g€ G, Vs €5;

2. Os inteiros pares constituirdao um grupo para a adicao? E os impares? E os niameros

reais para a multiplicacao?

3. Prove que:

3.1. Se a e bsao elementos de um grupo tais que ab = a, entao b = e, sendo e o elemento

neutro do grupo.

3.2. O tunico elemento idempotente de um grupo é o elemento neutro.

4. Considere definidas no conjunto A = {a, b, c,d} as seguintes operagoes:
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+lal|b|c|d Xla|blc|d
alalblc|d a|dlc|b|a
b lbla|d]|c b |c d|b
c lc|dlal|b c |bldla|c
d|d|blc|a dla|b|c|d

Diga, justificando, se algumas das operacoes confere ao conjunto uma estrutura de

grupo.

5. Sejam a, b, ¢ e x elementos dum grupo GG. Resolva em ordem a x as equagdes seguintes

em G-

5.1. azb=c.

5.2. 2%a = bxc™! e acx = zac.
53. 22 =da’e s’ =1

5.4. (var)? = bz e 2%a = (za)~".
5.5. 22b = za"lc.

6. Em cada uma das alineas seguintes prove que a proposi¢ao é verdadeira para qualquer
grupo G ou, caso contrario, dé um contra-exemplo mostrando que é falsa em pelo menos
um grupo.

6.1. Se 22 =1, entdo = = 1;
6.2. (ab)? = a®b?;

6.3. Para todo x € G existe y € G tal que x = 32 (isto & equivalente a dizer que todo

o elemento de G tem uma “raiz quadrada”);
6.4. Se 22 = a2, entdo = = q;
6.5. Se 22 =z, entdo x = 1.
7. Mostre que, num grupo, (z~'yz)* = 27 lyx <= y*¥ =y, Yk > 0.

8. Seja G um grupo. Prove que as condi¢Oes seguintes sao equivalentes:

8.1. GG ¢é abeliano.

8.2. VYa,b € G, aba~'b~! = e, onde e é o elemento neutro de G.
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8.3. Va,be€ G, (ab)? = a?b>.

2

9. Sejam a e b elementos de um grupo tais que a® = e e aba = b3. Prove que b® = e.

10. Mostre que

10.1. a = b <= aba"'b~! = 1; (onde a = b significa que a comuta com b)

10.2. a=b <— a t=p L

1

11. Seja G um grupo. Sejam a, x e y elementos de G. Mostre que, se xay = a™*, entao

yaxr = a L.

12. Seja G um grupo. Mostre que:

12.1. Se a,b € G sao tais que a = a~ ' e b= b1, entdo ba = (ab)~!.

12.2. Se para todo a € G, a® = 1, entdo G é comutativo.
13. Sejam G um grupo, a e x elementos de GG. Prove as seguintes proposigoes:

13.1. Se z%ax = a~ !, entdo a tem uma raiz cubica.

(sugestdo: Mostre que zax é uma raiz ctbica de a=1.)

13.2. Se a® = 1, entdo a tem uma raiz quadrada.

2.2 Subgrupos

Definigao 2.2.1. (Subgrupo) Seja H um subconjunto nao vazio dum grupo G. Diz-se que H
¢ um subgrupo de G se H é um grupo relativamente a opera¢do que confere a G a estrutura

de grupo.

Em termos gerais, H é uma subestrutura do mesmo tipo de G e por isso denota-se por

H < G.

Exemplo 2.2.2. Considere-se R™ o grupo aditivo de todos os vectores com entradas reais. O
subconjunto constituido pelos vectores em que a primeira componente € nula € um subgrupo

de R™.

Definicao 2.2.3. (Subgrupos préprios ou triviais) Chamame-se subgrupos improprios ou triv-

iais a G ou {e}. Todos os outros subgrupos sao chamados préprios ou nao triviais.
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Exemplo 2.2.4. Q1 com a operagio multiplicacio ¢ um subgrupo proprio de R com a

operagao multiplicacao.

Exemplo 2.2.5. O conjunto das n-ésimas raizes da identidade Uy, n € N, é um subgrupo do

grupo C\{0}, conjunto dos nimeros complexos nao nulos.

Proposicao 2.2.6. Sejo H um subgrupo de G e a € H. Entao o identidade de H coincide

com a identidade de G e o inverso de a em H coincide com o inverso de a em G.

Demonstrac¢ao. Considere-se ey e e a identidade de H e G respectivamente.

Seja a € H e sejam aél o inverso de a em G. Como ey é a identidade de H tem-se
ega = a.

Como H C G, da igualdade anterior em G obtém-se

en(aag') = (ega)ag' = aag' = ec.

Mas como e ¢ a identidade de G e ey € G temos
_ _ -1y _
en =egeq = eglaag ) = eq.

Seja al}l o inverso de a em H. Entao

ay = ay'eq = ay (aag') = (a'a)as’ = epag' = eqag' = ag'.

1

A partir de agora denotar-se-4 apenas por a~ ' o inverso de um elemento a.

Proposicao 2.2.7. Sejam G um grupo e a,b € G. Entio (ab)™' =b"la™l e (a71)" ! =a.
Demonstrag¢ao. Dos axiomas de grupo segue-se
(ab)(bta ) = a0 ta™)) = a((bbV)a™t) = alea™) =aa™! =e.

1

De forma analoga prova-se que (b~'a~1)(ab) = e, e assim b~'a~! & o inverso de ab. A segunda

igualdade prova-se de forma anéloga. O
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2.2.1 Caracterizagcao de Subgrupos

Apresentam-se de seguida condigOes necessarias e suficientes para que um subconjunto nao

vazio de um grupo seja um subgrupo.

Teorema 2.2.8. (Caracterizagio de um subgrupo) Sejam G um grupo e H um subconjunto

nao vazio de G. Diz-se que H é um subgrupo de G se e sd se

1. Ve,ye Hxye H
2.Vee Hz ' e H.

Demonstra¢ao. Condicdo Necessaria. A condigdo 1. resulta imediatamente da Definicao
2.2.1. Como o inverso em G de um elemento x € H coincide com o inverso em H obtém-se
2. Condicao Suficiente. Suponha-se agora que H é um subconjunto nao vazio de G tais que
as condicgoes 1. e 2. se verificam.

A condigao 1. e o facto de que H é um subconjunto nao vazio de G garante que H é um
grupoide.

Verifique-se que existe elemento identidade em H. Seja x € H. Observe-se que como
H +# @, existe pelo menos um elemento em H. A condi¢io 2. garante que 2~ € H. Como
H ¢ grupdide vem zz~ ! €¢ Hex 'z € H. Mas,em G, 2z~ ! =2 'z =e. Logoe € H. A

existéncia de inverso para cada x € H é garantida pela condi¢ao 2. Resta verificar que
Va,b,c € H, (ab)c = a(bc).

Ora esta igualdade pode ser encarada em G e em G é valida a associatividade. Assim, essa

propriedade é também valida em H. O

Exemplo 2.2.9. Se F o conjunto das fungoes reais de varidvel real. O subconjunto de F
cujas fungoes sao diferencidveis é um subgrupo de F. De facto, a soma de duas fungoes
diferencidveis é uma funcao diferencidavel e, o simétrico duma funcdao diferencidvel é uma

funcao diferencidvel.

Exemplo 2.2.10. Recorde-se da disciplina de Algebra Linear que a toda a matriz quadrada A
podemos associar o seu determinante det(A) e, uma matriz € invertivel se e s se det(A) # 0.
Se A e B sao matrizes quadradas do mesmo tipo entao det(AB) = det(A)det(B). Seja G o
grupo multiplicativo de todas as matrizes invertiveis de ordem n, com n € N, com entradas em
C e seja T o subconjunto de G constituido pelas matrizes invertiveis com determinante igual

a 1. A igualdade det(AB) = det(A) det(B) mostra que T € fechado para a multiplicagdo de
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matrizes. Note-se que det(I,) = 1. Da igualdade det(A)det(A™1) = det(AA™1) = det(1,,) =
1, verifica-se que, se det(A) = 1, entdo det(A~1) = 1. Assim, pelo Teorema 2.2.8, T ¢ um

subgrupo de G.

Teorema 2.2.11 (Caracterizacao de um subgrupo). Sejam G um grupo e H um subconjunto

nao vazio de G. Entdo H é um subgrupo de G se e sd se
I'Ve,y € Hyay ' € H.

Demonstracao. Pretende-se provar que nas condicoes do teorema as condicoes 1. e 2. do
teorema anterior equivalem a 1’. Condi¢ao Necessaria. Exercicio.

Condigao Suficiente. Seja x € H (a existéncia deste elemento estd garantida porque
H # &). Pela condigao 1. tem-se

xz~ ' e H.

Encarando o produto anterior em G tem-se
e€ H.
Seja x € H. Como e € H, pela condigao 1’. tem-se
rl=exteH,

e portanto a condicdo 2. é verificada.

Sejam agora x,y € H. Pelo anterior, y~! € H. Pela condicio 1’.
x(y )t e H,

o que é equivalente a

zy € H,
donde resulta a condicao 1. O
O proximo teorema caracteriza todos os subgrupos de um grupo finito.

Teorema 2.2.12. [Caracterizag¢ao dum subgrupo de um grupo finito] Seja G um grupo finito

e H um subconjunto nao vazio de G. Diz-se que H é um subgrupo de G se e s6 se

1"Va,y € Hyxy € H.
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Demonstracao. Condicao Necessaria. Imediata.

Condicao Suficiente.

O facto de que H ¢ um subconjunto nao vazio de G e a condi¢ao 1”. garante que H ¢é
um grupodide. Como a associatividade é vélida em G e H C G entdo, por hereditariedade
a associatividade é valida em H. Como G é finito e H C G entao H também é finito.
Considere-se entao |[H| =n e

H={x,...,x,}.

Mostre-se em primeiro lugar que existe elemento neutro em H. Fixe-se i € {1,...,n} e
formem-se todos os produtos

.’L‘Z'.’L‘j,Vj S {1,...,n}. (2.6)

Pela condigao 1”7. |

ziz; € HVje{l,...,n}.

Seja

B = {$i$17$i$27 e ’xiwn}'

Se B tiver n elementos entao tem-se B = H.

Mas, isso s6 é verdadeiro se todos os produtos (2.6) forem distintos, isto é
xixy £ xxy, para t £t 1€ {l,...,n}.

De facto, se se tivesse

Tixy = xxy, parat # 1,

a lei do corte em G permitiria concluir que
xy = w7, para t # [,
o que ndo podera acontecer pois |H| = n. Logo B = H, isto é, para i fixo
{zjxy, wima, ... 22} = {x1,..., 20}

Existe assim zp € H tal que

Tix = Ty. (27)

Considerando a igualdade 2.7 em G e aplicando a lei do corte tem-se

T = €q,
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onde eg é o elemento neutro de GG. Observe-se que, para j # i, e da igualdade entre os
conjuntos

{zjz1,xjze, ... xjr,} ={z1,..., 20},

existe 7; € H tal que z;x; = xj. Do anterior resulta
T = eq.

Assim, existe e = eg € H tal que para todo z; € H, eq ©; = xieq = x;. A existéncia
de elemento inverso para cada elemento x; € H , j € {1,...,n}, prova-se com argumentos

semelhantes. De facto, para qualquer j € {1,...,n}, tem-se
{zjer, xjz0,. . xjr,} = {z1,..., 20}

Assim, existe t € {1,...,n} tal que zjz; = e. Encarando novamente esta igualdade em G

1

tem-se que (z;)” = € H. As conclusoes seguem de imediato. O

Teorema 2.2.13. Seja G um grupo finito e H um subconjunto nao vazio de G. Entdo H ¢é

um subgrupo de G se e so se

H? = H.

Demonstrag¢io. Condicdo necessaria. Suponha-se que H é subgrupo de G. Prove-se que
H? = H. De facto, H> C H uma vez que o produto de dois elementos dum subgrupo H
ainda é um elemento de H. Por outro lado, H C H? pois, h = eh, para qualquer h € H, onde
e, o elemento identidade de G, pertence a H. Condicdo suficiente. Suponha-se que H? = H.
Sejam a,b € H, ab € H?> C H. Logo ab € H. Pelo Teorema 2.2.12, o resultado segue de

imediato. O

2.2.2 Interseccao e Uniao de Subgrupos

Teorema 2.2.14. Seja G um grupo. A intersecgao de subgrupos H; de G para i € I, denotada
por iy Hi , ainda ¢ um subgrupo de G.

Demonstragao. De facto, (,.; H; C G porque H; C G,Vi € I . Por outro lado e € H;,Vi € I,

i€l

logo (;c; Hi # @. Sejam

aEmHiebEmHi.
iel iel

Por defini¢do de interseccao de conjuntos,

a€EHiebe HVie I .
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Como H; < G, vem
ab € H;

para todo ¢ € I, ou seja,

ab € () Hi.
i€l
Provou-se entao que

Va,b € (| H; ,ab € () H;.
iel iel

Seja agora a € [);c; H;. Tem-se entao,
ac H; Yiel.

Como H; < G, vem
aleH; Yiel,

ou seja,
(1_1 S ﬂ H;.
i€l
Provou-se entao,
Ya € ﬂ H; ,(1_1 € ’LQIHZ
el
Pelo Teorema 2.2.8 ();c; H; ¢ um subgrupo de G. O

Sejam G um grupo e a; € GG, para qualquer ¢ € I. Existe pelo menos um subgrupo de G
que contém todos os elementos a;, para todo i € I, nomeadamente o proprio G. O Teorema
2.2.14 garante que se tomarmos a intersec¢ao de todos os subgrupos de G que contém todos
os a;, Vi € I, obtém-se ainda um subgrupo de G. Este subgrupo é o menor ( no sentido da
inclusao ) subgrupo de G que contém todos os a;,Vi € I. Observe-se que a reuniao de dois
subgrupos de um grupo G podera nao ser um subgrupo de G. De facto, se se considerar os
subconjuntos 27, 3Z de Z, estes sao subgrupos de Z, no entanto, 2ZU3Z nao é um subgrupo

de Z. De facto, 2 € 2Z e 3 € 3Z mas 5 ¢ 2Z e 5 ¢ 3Z.

Proposicao 2.2.15. Sejam A, B subgrupos dum grupo G entdo AU B ¢é um subgrupo de G
seesose AC B ouBCA.

Demonstra¢ao. Suponha-se que AU B é um subgrupo de G e que A & B. Entao existe a € A
tal que a ¢ B. Se b € B um elemento qualquer. Tem-se a,b € AU B e, por este ser um

subgrupo de G, ab~! € AUB. Se ab™! € B, a = (ab~1)b € B, o que seria contraditério; logo
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ab-'€ Aecomoa € A bt =a1(ab~t) € A. Por A ser um subgrupo, b = (b=1)"! € A.
Portanto B C A. Reciprocamente, se A C Bou B C A tem-se AUB =Bou AUB = A,
respectivamente. Logo AU B é um subgrupo de G. O

Definigao 2.2.16. Chama-se produto dos subconjuntos nao vazios de G indicados, e denota-

se por HiHsy--- H,, ao subconjunto de G dado por
HlHQ---Hn:{hlhg"'hn,hl EHl,hQ EHQ,...,hn EHn}.

A multiplicagdo definida na Defini¢ao 2.2.16 é distributiva em relagao a adigao. Em geral,
para dois subconjuntos nao vazios de G, H,W, nao se tem HW = WH. Em particular, se
a € G,e HCG,H # @, o produto {a} H representa-se por aH. De forma analoga, o produto
H{a} representa-se por Ha.

Teorema 2.2.17. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao
HG =G eGH =G.

Demonstragio. Prove-se a inclus@o nos dois sentidos. Como a operacao é interna em G e
H C G tem-se HG C G. Prove-se agora que G C HG. Seja g € G. Entao, dado a € H
tem-se g = (aa"')g = a(a~'g). Como G & grupo e a,g € G tem-se a ‘g € G. Como a € H,
vem g = a(a~'g) € HG. Analogamente se prova que GH = G. O

2.2.3 Subgrupo Gerado

Definigao 2.2.18 (Subgrupo de um grupo gerado por um subconjunto). Seja G um grupo e
a; € G para i € I. O menor subgrupo de G que contém K = {a;,i € I} é chamado subgrupo

de G gerado por K.

O menor subgrupo de G que contém K ¢é a interseccdo de todos os subgrupos H; de G,
para ¢ € I que contém K. Denota-se por < K >, ou seja,
< K >= m H;.
el
Provou-se atrds que < K > ainda é um subgrupo de G. é imediato que K C< K > e, de
facto, se H for um subgrupo de G que contém K, entdo < K >C H o que garante que < K >

¢ o menor subgrupo de G que contém K.

Definicao 2.2.19. Se < K >= G entao diz-se que K gera G e todos os elementos a; sao
chamados geradores de G. Se I = {1,...,n} ou seja K for um conjunto finito que gera G

diz-se que G € finitamente gerado e escreve-se G =< ay,...,a, >.
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Teorema 2.2.20. Seja G um grupo e K C G, K # @. Seja W = {«z{'2y* -z : o; €

n
K,ie€{1,2,...,n},¢ € {—1,41}, n € N}. O conjunto anterior é um subgrupo de G. Mais,
W =<K >.

Demonstragao. Exercicio. O

Exercicio 2.2.21. Prove que em Z se tem 7. =< 2,3 >=< 1 >.

2.2.4 Exercicios
1. Seja G um grupo. Prove que o conjunto
{r e G |xg=gx,Vg € G}
chamado centro de GG, é um subgrupo abeliano de G.
2. Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Prove que o conjunto
{9€G|gS=Sg},
chamado normalizador de .S, é um subgrupo de G.

3. Seja (M, -) o grupo multiplicativo constituido pelas matrizes nao singulares de ordem n
sobre um corpo K. Verifique se cada um dos conjuntos seguintes é ou nao um subgrupo

de M:

3.1. H={Ac M| AAT = I}; onde A" representa a transposta da matriz A;

3.2. W ={B € M | B ¢ anti-simétrica}, observe-se que B é anti-simétrica se e so se

B=-BT.

4. Sejam A e B subgrupos de um grupo G. Mostre que A U B, nao €, em geral, um
subgrupo de G. Mostre que AU B ¢ subgrupo de G se e s6 se A C Bou BC A.

5. Prove que o conjunto de matrizes seguinte é um subgrupo de GL(2,R):

a C

b d

€ M(2,R) |ad —bc =1

6. Sejam G um grupo abeliano e n um inteiro fixo, n > 1. Sejam
Gp={zeG|z"=1} e G" = {2" |z € G}.

Prove que G,, e G" sao subgrupos de G.
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. Sejam GG um grupo abeliano e

H={zeG|z=1y? para algum y € G},

ou seja, H é o conjunto de todos os elementos de G que possuem raiz quadrada. Prove

que H é um subgrupo de G.

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e K = {x € G | zar™' € H se e sb se a €
H, Ya € G}. Prove que K é um subgrupo de G.

Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G. Prove que se H C K, entdo H é um
subgrupo de K.

Sejam G e H dois grupos.
10.1. Mostre que o conjunto
GxH={(g,h)|ge G, heH}
¢ um grupo para a operagao:
(9.h) - (g',h) = (g9, hI'), ¥(g,h), (¢, ) € G x H.
10.2. Seja G x H o conjunto definido anteriormente. Prove que
{(z.en) |z € G}
é um subgrupo de G' x H, onde ey denota o elemento neutro de H.
Prove que se G é um grupo abeliano e H um subgrupo de G, entao

S(H)={x € G |x-z € H} é um subgrupo de G.

Sejam A; e As subgrupos de um grupo G. Mostre que A; N As é subgrupo de G.
Generalize.
Considere as seguintes matrizes
1 0
A — ’B =
0 -1 0 1

Determine os subgrupos de GL(2, R) gerados por {A}, {B}, e {4, B}.
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2.3 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 2.3.1 (classe lateral a esquerda e a direita)). Seja H um subgrupo dum grupo G.
Ao subconjunto de G
aH = {ah,h € H}

chama-se classe lateral & esquerda de H que contém a, e a
Ha = {ha,h € H}
chama-se classe lateral a direita de H que contém a.

A aH e Ha chamam-se também, respectivamente, classe lateral a esquerda modulo H e,
classe lateral a direita modulo H. Ir-se-& provar que, para G um grupo multiplicativo e H
um seu subgrupo, o conjunto das classe laterais esquerdas de H contendo a € G constitui
uma particdo de G. Far-se-a recurso a defini¢do de parti¢do. Um resultado anélogo podera

ser enunciado para as classe laterais & direita.

Proposicao 2.3.2. Sejam H wm subgrupo dum grupo G e a,b € G, aH = bH entio b~ aH =
H.

Demonstragio. Sejam a,b € G, tais que aH = bH. Prove-se que b~'aH C H e H C b~ 'aH.
Prove-se em primeiro lugar que b~'aH C H. Seja y € b—'aH. Entdo y = b~ 'ah, para algum
h € H. Mas, como aH = bH, ah = bh1, para algum h; € H. Assim,

y=>b"tah =b"'(ah) = b ' (bhy) = (b 'b)hy = hy € H.
Prove-se agora que H C b~'aH. Seja y € H. Entdo,
y=0"a)b" a) My

Mas,
(b_la)_ly =a lby = a_l(ahQ),

para algum ho € H, pois por hipotese by € bH = aH. Assim, (b~'a)"'y = ho € H. Logo,
y € b laH. O

Teorema 2.3.3. Sejamn H um subgrupo dum grupo G e a,b € G. Entao:

1. Os subconjuntos aH e bH coincidem se e s se b'a € H;
2. Seb~la ¢ H entio aH NbH = T,

3. UaH =G.
aeG
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Demonstracio. 1. Ir-se-a provar que aH = bH se e s6 se b"'a € H. Condicdo Necesséria:

Pela proposicao 2.3.2 tem-se b~ 'aH = H. Claramente b~ 'a € H pois
b laecblaH C H.

Condicdo Suficiente: Prove-se agora que se b~ 'a € H entdo aH = bH, ou seja aH C bH
e bH C aH. Prove-se em primeiro lugar que aH C bH. Seja y € aH. Tem-se

y = ah,
para algum h € H. Mas, por definicao de elemento neutro,
y = eah,
para algum h € H. Novamente por definicao de elemento inverso e pela associatividade,
y =b(b"ta)h,
para algum h € H. Mas por hipotese, b~'a € H. Como H < G entdo (b~'a)h € H. Assim,
y = b,
para algum h' € H. Prove-se agora que bH C aH. Seja y € bH. Tem-se
y = bh,
para algum h € H. Pelos argumentos usados anteriormente,
y = (aa™")bh,
para algum h € H. Pela proposicao 2.2.7 e pela associatividade,
y=a(b la)"1h,

para algum h € H. Por hipotese, b'a € H. Como H < G entdo (b-'a)~! € H e também
(b~ta)"th € H. Assim,
y = bh*,

para algum h* € H. 2. Pretende-se mostrar que se b~'a ¢ H entdo aH NbH = @. Por

reducgao ao absurdo, suponha-se que se tem

b la¢ HeaHNbH # @.



54 CAPITULO 2. TOPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS
Assim, existe ¢ € aH NbH. Por defini¢ao de interseccao de conjuntos tem-se,
ce€aH ecebH.
Logo, existem hi, ho € H tais que
¢ = ahy = bha,

ou seja,

b~ tahy = ho,

ou ainda porque H < G,
b~tahihy' = hohi?,

ou seja

b~la = hohit,

o que significa que

b laeH,

0 que é absurdo. Provou-se entao que se,
b la ¢ H entdo aH NDH = @.

3. Pretende-se provar que UGaH = (. A inclusao UGaH C @ é 6bvia, por definicao de
ac ac

aH. Prove-se a inclusao reciproca,

GC UaH
acG
Ora, para todo a € G,
a€al,
pois
a=ae, e € H.
Daqui sai o resultado. ]

Teorema 2.3.4. Seja H um subgrupo dum grupo G. Considere-se a relagdo ~, definida em
G por

awebseeso’seb_laEH.

Considere-se a relagao ~q definida em G por

awdbseeso’seab_leH.
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As relacoes anteriores sao relagoes de equivaléncia em G. Mais, para a relagao de equivaléncia
~e (andlogo para ~g)

a=aH,Va € G.

Demonstragcao. Provar-se-a4 apenas o resultado para a relacao ~.

Relacdo reflexiva: Seja a € G. Entdo a~*

a=eee€ Hpois H<G. Assim, a ~ a.
Relacdo simétrica: Suponha-se que a ~, b. Entdo b='a € H. Como H < G,(b"'a)"' € H
e (bta) "t =ath. Assim,a"tbe Hebr~a.
Relacdo transitiva: Sejam a ~. be b ~, c. Entdo b=la € H e ¢ 'b € H. Como
H < G,(c ) (b~ta) =cla € H e a ~ c. Prove-se agora a segunda parte do teorema. Seja

a € G,

f

= {x € G:x~¢a}, por definicdo de classe de equivaléncia,
= {x€G:a 'z € H}, por definicio de ~.

Mas, a 'z € H se e s6 se a™!

x = h, para algum h € H, ou de forma equivalente se e s6 se
x = ah, para algum h € H.

Assim, a classe de equivaléncia que contém a € G é dada pelo conjunto
{ah:h e H} =aH.
O

Observe-se que a relacdo de equivaléncia ~, determina em G uma particdo e que o0s
elementos dessa particao sao precisamente as classes laterais & esquerda de H. Mais, tendo
em atencdo o anterior escreve-se G = a1H ® asH @ --- onde a;H,i € I, representam as
classes laterais a esquerda relativamente a H. Analogamente pode usar-se a mesma notagao

considerando classes laterais & direita.

Exemplo 2.3.5. Escreva as classes laterais a esquerda e direita do subgrupo 37 em relagao
a Z. Note-se que neste exemplo a notacao considerada ¢ a aditiva. Assim, a classe lateral a

esquerda de 37, que contém um inteiro m é dada por
m + 3Z.
Tomando m = 0, pode observar-se que

32 =1{...,—9,-6,-3,0,3,6,9,... }
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€ uma classe lateral a esquerda de 37 que contém o elemento 0. Para obter outra classe lateral
a esquerda de 37, selecciona-se outro elemento de 7, (que nao esteja em 3Z), por exemplo 1

e considere-se a classe lateral o esquerda de 37 que contém 1,
1+3Z={...,-8,-5,-2,1,4,7,10,... }.

Observe-se que a reuntao destes dois conjuntos 37 e 1 + 37 ainda nao € o conjunto Z, por
exemplo o inteiro 2 nao estd em qualquer um destes conjuntos. A classe lateral a esquerda de

37, que contém 2 € dada por
2432=4...,-7,—-4,—-1,2,5,811,... }.

Claramente a reuniao destes trés conjuntos € Z. e assim pode dizer-se que 7Z estd particionado
nestas trés classes a esquerda de 37. Como Z ¢ abeliano, as classes laterais a esquerda m+ 37

e a direita 3Z+m coincidem e portanto a particao de em classes laterais a direita é a mesma.

Para um subgrupo H dum grupo abeliano G, a particao de G em classes laterais a esquerda
de H e a particdo de G em classes laterais & direita referida anteriormente é precisamente a
mesma.

Tendo em atencao a definicdo de relacao de congruéncia moédulo p, onde p € N, pode
observar-se que a relagao de equivaléncia ~y para o subgrupo pZ de Z é precisamente a
relagdo de congruéncia modulo p. De facto, sejam h, k € Z, tais que h = k(mod p). Tem-se
h — k é divisivel por p. Mas isso é equivalente a que h + (—k) € pZ, ou seja h ~g k. Assim,
a particao de Z em subconjuntos de pZ é a particao de Z em classes residuais moédulo p. Por

vezes, na literatura chamam-se aos subconjuntos destas particao subconjuntos moédulo p.

Exemplo 2.3.6. O grupo Zg € abeliano. Encontre o particao de Zg em subconjuntos do
subgrupo H = {0,3}. Claramente um subconjunto ¢ o préprio H. O subconjunto que contém
01 ¢1+{0,3} ={1,4}. O subconjunto que contém o 2 ¢ 2+ {0,3} = {2,5}. Uma vez que
a reuniao dos conjuntos {0,3},{1,4} e {2,5} € todo o conjunto Zg entio estes sio todos o0s

subconjuntos pretendidos.
Proposicao 2.3.7. Sejam H um subgrupo dum grupo G' e g € G. Entao a aplicagio

o H — gH

h — gh

¢ bijectiva.
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Demonstragao. Sejam hy, ho € H tais que,

¢(h1) = ¢(ha).

Entao, por definicao de ¢,
gh1 = ghs.

Como em G é valida a lei do corte, tem-se
h1 = ho.
A sobrejectividade ficard como exercicio O

é 6bvio que se pode definir uma aplicacao injectiva de H em Hg, de forma andaloga.
O resultado anterior permite concluir que as classes laterais & direita ou & esquerda de H

tém o mesmo nimero de elementos que H.

Teorema 2.3.8 (Teorema de Lagrange). Seja H um subgrupo dum grupo finito. Entao a

ordem de H ¢ um divisor da ordem de G.

Demonstrag¢io. Sejam n e m as ordens de G e H respectivamente. Pela Proposi¢ao 2.3.7
toda a classe lateral de H tem o mesmo numero de elementos que H. Seja r o nimero de
subconjuntos na particdo de G' em classes laterais a esquerda de H. Entdo n = rm e portanto

m é um divisor de n. O
Corolario 2.3.9. Todo o grupo G de ordem prima é gerado apenas por um elemento.

Demonstragao. Seja p a ordem prima de G. Seja a € G\{e} e considere-se o subgrupo gerado
por a, < a >. Este subgrupo tem pelo menos dois elementos, e e a. Pelo Teorema 2.3.8 ;| a

ordem m > 2 de < a > devera dividir p. Mas p é primo entdo m =pe < a >=G. ]

Defini¢ao 2.3.10. (indice de H em G) Seja H um subgrupo dum grupo G. O nimero de

classes laterais a esquerda de H em G €é chamado indice de H em G e denotado por [G : H].

O indice de H em G poderd ser finito ou infinito. Claramente se G for finito tem-se o

seguinte corolario.

Corolario 2.3.11. O indice de um subgrupo H dum grupo finito G, |G : H|, é dado por

= 16l
@ H) =

Demonstracao. Exercicio. O
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CAPITULO 2. TOPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS
Exercicios
Sejam (G, .) um grupo abeliano e H e K subgrupos de G. Prove que < HUK >= HK.

Prove o seguinte teorema:

Teorema: Sejam H um subgrupo de G e a,b elementos quaisquer de G.

. Mostre que

3.1. Os complexos aH e bH coincidem se e s6 se b 'a € H;
3.2. Se b la ¢ H entdo aH N bH = ¢;

3.3. UaH =G.
aeG

. Tlustre o resultado anterior com G =7Z ¢ H = 37Z.

. Determine todas as classes laterais de 47 como subgrupo de

5.1. Z

5.2. 2Z.

. Para cada r € R, seja A, = {(z,y) ERxR:y =3z +r}.

6.1. Mostre que Ay é um subgrupo (aditivo) de R x R.

6.2. Mostre que {A, : 7 € R} ¢ uma familia de classes laterais de R x R relativamente

a Ao.

6.3. Prove que {4, },cr € uma parti¢ao de R x R e descreva-a geometricamente. In-

dique também a correspondente relacao de equivaléncia.
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7.

10.

11.

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a,b elementos quaisquer de G. Prove que

7.1. SeaH = Ha e bH = Hb entao (ab)H = H(ab);
7.2. Se aH = Ha entdo a 'H = Ha !,

7.3. (ab)H = H(ac) entao bH = cH.

Seja H o subgrupo trivial do grupo G. Determine todas as classes laterais & direita de

Hem G.

Seja G = {a,b,c,d,e, f} o grupo definido pela seguinte tabela

al|lb|c e | f
ala|b|lc|d|elf
b |b dlel|fla
clec|dle|flalb
dld|e|flal|b]c
ele|flal|lblc|d
flfla|b]|c e

Averigue se cada um dos seguintes conjuntos ¢ um subgrupo de G e, caso afirmativo,

determine a decomposi¢ao em classes laterais.

9.1. H = {a,d,e};
9.2. H=1{b,c¢,d,e};
9.3. H={a,d};

9.4. H={a,b,c,d, f};

9.5. H ={a,c,e}.
Sejam G, H e K grupos finitos tais que H C G C K. Prove que

[K : H|=[K :G||G: H].

Sejam p um namero primo e G um grupo de ordem p. Determine todos os subgrupos

de G.
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2.4 Subgrupos Normais. Definigao e Caracterizagao
Definigao 2.4.1. Sejam G um grupo e H < G. Se, para todo g € G se tem
gH = Hyg,
diz-se que o subgrupo H de G ¢ um subgrupo normal.
Se H for um subgrupo normal de G usa-se a notagao H <1 G.

Teorema 2.4.2. Sejam G um grupo, H < G e g € G, o subconjunto,
gHg ' = {ghg™',h € H},
¢ um subgrupo de G.

Demonstragio. Seja g € G. O conjunto gHg™! # @ pois o elemento geg™' = e € H.

1 1

Sejam a,b € gHg™ . !

Entao, a = gh1g™, para algum hy € H e b = ghag™ ", para algum

L Assim, ab™! = (ghig™")(ghy'g™") =

hy € H. Mas, porque G é grupo, b=! = gh;lg_ .
(gh1)(g7'g)(hytg™"). Por definicio de elemento inverso e de elemento neutro em G tem-
se ab~! = (gh1)(hy'g™"). Logo, pela associatividade tem-se ab~' = g(h1h;)g~!. Como
H < G, h1h2_1 € H. Assim, ab™' = ghgg~! para algum hs € H. Provou-se entdo que

Va,be gHg ', ab™' € gHg™'. U

Apresenta-se de seguida algumas caracterizagoes para que um subgrupo H de um grupo

G seja um subgrupo normal.

Teorema 2.4.3. [Caracterizagoes de um subgrupo normal] Sejam G um grupo e H < G. O

subgrupo H € um subgrupo normal de G se e so se
1. ghg~' € H para todo g€ G e h € H;
2. gHg™ ' = H, para todo g € G;
3. gH = Hg, para todo g € G.

Demonstragio. Prove-se que 1. = 2. Suponha-se que H ¢ um subgrupo de G tal que ghg™! €

H para todo g € G e h € H. Entdo, gHg ' = {ghg™' : h € H} C H, para todo g € G.

1 1

Pretende-se provar que gHg~* = H. Dever-se-4 provar que H C gHg ", para todo g €

G. Seja h € H. Substituindo na relacio ghg~' € H, o elemento g por g~ obtém-se
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g 'h(g7H™! = g 'hg = h1,h; € H. Consequentemente, h = ghig~! € gHg™! e obtém-se
H C gHg™ ! completando a prova de 2.
Prove-se agora que 3. = 1. Suponha-se que gH = Hg, para todo g € G. Entado gh = hig,

para algum h; € H e assim, ghg~! € H para todo g € G e todo h € H.

1

Prove-se que 2. = 3. Suponha-se que gHg~! = H, para todo g € G entdo ghg~! = hy,

para algum h; € H, e portanto gh = hig € Hg. Logo gH C Hg. Analogamente, se tem
g 'hg = hy, para algum hy € H e portanto hg = ghsy e assim, Hg C gH. O

Proposicao 2.4.4. Todo o subgrupo de um grupo abeliano é normal.

Demonstragio. Seja H um subgrupo dum grupo abeliano G. Entdao ghg™! = (gh)g~! =
(hg)g~' = h(gg~!) = he = h para todo h € H e g € G. Pelo Teorema 2.4.3 H < G. O

2.4.1 Exercicios

1. Seja G um grupo. Se H e K sdo subgrupos normais de G, prove que H N K é um

subgrupo normal de G.

2. Seja G um grupo. Prove que o conjunto

C ={a € G:azx = za, para todo x € G}
¢ um subgrupo normal de G. A C é usual chamar-se centro de G.
3. Sejam G um grupo, H < G e K < G. Mostre que HK <Ge HK = KH.
4. Sejam G um grupo, H < G e K < G, tais que H N K = {eg}. Prove que:

Ve e HVy € K,xy = yx.

5. Sejam G um grupo, A um subgrupo de G e H um subgrupo normal de G. Mostre que
AN H éum subgrupo normal de A.

6. Sejam G1, G/1 subgrupos de G tais que Gll é um subgrupo normal de Gj.

6.1. Prove que para qualquer subgrupo Go de G, Gll N G9 é um subgrupo normal de
G1NGo.

6.2. Para todo o subgrupo normal H de G se tem G;H ¢ um subgrupo normal de G1 H.

7. Seja G um grupo e H um seu subgrupo. Mostre que se [G : H] = 2 entdao H é normal.
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2.5 Homomorfismo de Grupos

Defini¢ao 2.5.1 (Homomorfismos de grupos). Sejam G e G’ dois grupos. Suponha-se que se
estd a usar notagao multiplicativa. Diz-se que ¢ : G — G’ é um homomorfismo (ou morfismo)

de grupos se e so se

Va,b € G,p(ab) = p(a)p(b).

Exemplo 2.5.2. Seja q um inteiro. A func¢ao definida de Z. em Z tal que a todo o inteiro n

faz corresponder qn é um homomorfismo de grupos.

Exemplo 2.5.3. Seja © um elemento dum grupo. A funcao que faz corresponder a cada

inteiro n o elemento de G, ™ , € um homomorfismo do grupo Z no grupo G pois x" " =

™2™, para quaisquer inteiros m,n € 7.

Teorema 2.5.4. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos.
1. Se e ¢ aidentidade de G, entao ¢(e) € a identidade de G';
2. Sea € G, entio ¢p(a™t) = ¢(a)

3. Se H <@, entio ¢(H) < G';
4. Se K' < G', entio o1 (K') < G.

Demonstragao. A demonstragdo de 1. e 2. ja foi feita na primeira sec¢ao. Prove-se 3. Sejam
H < G,e ¢(H) ={¢p(h),h € H}. Observe-se em primeiro lugar que ¢(H) # &. De facto,
¢ = ¢(e) € p(H). Sejam a,b € ¢(H). Entao,

a = ¢(h1),

para algum h; € H,
b= qb(hQ)’

para algum hy € H. Entao ab™' = ¢(h1)d(ha) ™' = d(h1)d(hy ') = d(h1hy '), por 2. e porque

¢ ¢ um homomorfismo. Como H < G, h1h2_1 € H e assim, ab~! € ¢(H). Provou-se entdo
Ya,b € ¢(H),ab™t € ¢(H).
Prove-se agora 4. Consideremos entao

d YK ={aeG:¢(a) e K}
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Temos

ecG:¢9(e)=¢ e K,

pois K’/ < G'. Assim ¢~ !(K') # @. Sejam agora a,b € ¢~ 1(K'), entdo

¢(a),¢(b) € K'.

Entao,

Assim, ab™! € ¢~ (K). O

Proposi¢ao 2.5.5. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos. Com a notagio intro-

duzida na sec¢do 1 prove que para x,y € G, ¢(z¥) = <f>($)¢(y) e ¢([x,y]) = [o(x), d(y)].

Demonstracao. Exercicio. O

Definigao 2.5.6 (Nucleo dum homomorfismo de grupos). Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo

de grupos. O subconjunto de G,

o ({e}) ={z € G: () = ¢}
¢ o nucleo de ¢, denotado por Nuc(¢) ou Ker(¢p).
Observe-se que Nuc(¢) # @ porque e € Nuc(o).

Exemplo 2.5.7. Considere-se o grupo ({1,—1},.) e a aplicagao 0 : Z — {1,—1} o homo-

n

morfismo entre os dois grupos tal que a cada n € Z faz corresponder (—1)". O niicleo do

homomorfismo 6 é o subconjunto de Z formado por todos os inteiros pares.

Exemplo 2.5.8. Considere-se o grupo (Q\{0},.) e a aplicagao ¥ : Q\{0} — Q\{0}, o
homomorfismo entre os dois grupos tal que V(x) = 2%. Entio Nuc( V) = {x € Q\{0} : 22 =

1} ={1,-1}.

Teorema 2.5.9. Sejam ¢ : G — G' um homomorfismo de grupos e H = Nuc(¢). Sejaa € G.

Entao o subconjunto
¢ ({¢(a)}) = {2z € G : ¢(z) = ¢(a)}

coincide com a classe lateral a esquerda de H, aH e também coincide com a classe lateral a
direita de H, Ha. Consequentemente, as duas particoes de G em classes laterais a esquerda

de H e em classes laterais a direita de H respectivamente, coincidem.
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Demonstracao. Pretende-se provar que

¢ ({¢(a)}) = {z € G: ¢(a) = ¢(a)} = aHl.

Prove-se a inclusao nos dois sentidos dos conjuntos anteriores.

Suponha-se que ¢(x) = ¢(a). Entao

¢la) " o(z) = ¢,

onde € é a identidade de G’. Pelo Teorema 2.5.4, sabe-se que ¢(a)™! = ¢(a™!), e assim

tem-se
pla)g(x) = ¢

Como ¢ é um homomorfismo,

e portanto
pla™tz) = ¢

1

Mas o anterior mostra que que a 'z € H = Nuc(¢), e assim, a~ 'z = h, para algum h € H e

x = ah € aH. Isto mostra que
{r e G:¢(x)=¢(a)} CaH.

Para mostrar que

aH C{z e G: ¢(z) =¢(a)},

seja y € aH, ou seja y = ah, para algum h € H. Entao ¢(y) = ¢(ah) = ¢(a)p(h) = ¢p(a)e’ =
¢(a), e portanto y € {x € G : ¢(z) = ¢(a)}. De forma analoga se prova que

{r € G: ¢(x) =¢(a)} = Ha.
]

Exemplo 2.5.10. Seja F o conjunto de todas as fungoes reais de varidvel real e seja D o
grupo aditivo das funcoes reais de varidvel real que sao diferencidveis. A fungio ¢ : D — F,
tal que ¢(f) = f', onde f'representa a derivada de f, para todo f € D. é fdcil provar que ¢
¢ um homomorfismo de grupos jd que para quaisquer f,g € D,o(f+9)=(f+9g9) =f+4¢ =
o(f) + ¢(g). Ora, Nuc(p) = {f € D: ¢(f) =0} = {f € D: f' =0}, onde 0 representa
a fungao constante nula. Assim, Nuc(p) € formado por todas as fungoes constantes que

constituem um subgrupo C de F. Encontre-se agora todas as funcoes que estdo em D cuja
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imagem por ¢ € x2, ou seja, todas as fungdes diferencidveis cuja derivada é 2. Sabe-se que
3, . . ~
o € uma dessas fungoes. Pelo Teorema 2.5.9, o conjunto formado por todas essas fungoes ¢
0

. 3 .
conjunto % +C, o que parece familiar.

Corolario 2.5.11. Um homomorfismo de grupos : G — G’ ¢é uma aplica¢do injectiva se e s6
se Nuc(¢) = {e}.

Demonstragao. Prove-se em primeiro lugar que para quaisquer x,a € G, tais que ¢(z) = ¢(a),

entdo x = a. Observe-se que para todo a € G, o conjunto

{r e G:¢(x) = d(a)} = afe} = {a},

pelo teorema anterior. Claramente obtém-se o resultado.
Suponha-se agora que ¢ é injectiva, pelos resultados provados na primeira secgdo, sabe-se
que ¢(e) = €', onde € ¢ a identidade de G’. Como ¢ ¢ injectiva, e é o tinico elemento que é

transformado em €’ por ¢. Assim, Nuc(¢) = {e}. O

Observe-se que o Teorema 2.5.9 permite também concluir que o nicleo de um homomor-
fismo ¢ : G — G’ & um subgrupo normal.
Ir-se-4 provar este resultado tendo em atencgao as caracterizagoes de subgrupo e subgrupo

normal.

Teorema 2.5.12. Seja ¢ : G — G' um homomorfismo de grupos. O subconjunto de G, Nuc(¢),

é um subgrupo normal de G.

Demonstragao. Note-se em primeiro lugar que Nuc(¢) # @ pois e € Nuc(¢). Sejam agora

a,b € Nuc(¢). Tem-se

Assim, ¢(ab) = ¢(a)p(b) = €'¢’ = €', pois ¢ ¢ um homomorfismo de grupos. Assim, ab €
Nuc(¢). Por outro lado ¢(a™!) = ¢(a)™! = €~ = e'pelo que a=t € Nuc(¢). Provou-se entao
que

Va,b € Nuc(¢),ab € Nuc(o)

Va € Nuc(¢),a™ ' € Nuc(¢).

Por outro lado, Nuc(¢) é um subgrupo normal de G, pois basta verificar que se g € G e

a € Nuc(¢),

¢(gag™") = ¢(9)p(a)p(g™") = d(g)¢(a)p(g) " = dlg)plg) " =€
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O

Exercicio 2.5.13. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos. Prove que :

a) Se N’ <1 G’, entdo ¢~ 1(H') < G. b) Se ¢ & um epimorfismo e N <1 G, entdo ¢(N) <1 G".

2.5.1 Exercicios
1. Mostre que a composicao

a) entre dois homomorfismos ¢ um homomorfismo;
b) entre dois monomorfismos é um monomorfismo;
¢) entre dois epimorfismos ¢ um epimorfismo.

2. Mostre que se ¢ é um homomorfismo entre os grupos (G,.) e (G/,%), sendo u,u’, as

identidades de G e G’ respectivamente, se tem:

2.1. ¢(u) =u/;
2.2. ¢(a 1) = (¢(a))"1,Va € G.
2.3. Se A é um subgrupo de G entdo ¢(A) = {¢(a),a € A} é um subgrupo de G7.

3. Se A’ ¢ um subgrupo de G, entdo ¢~ !(A’) é um subgrupo de G, onde
p YA ={zcG:¢x) € A}

3.1. Se ¢ é um epimorfismo e H < G, entao ¢(H) <1 G'.
3.2. Se H' < G’ entdo ¢~ 1(H")< G.
3.3. Considere o grupo multiplicativo dos reais nao nulos e o seu subgrupo dos reais

positivos.

4. Prove que a aplicacao
f: R\{0} — R"

x |—>$2

¢ um homomorfismo entre os grupos considerados. Determine ker f e Sf.
5. Seja f o homomorfismo de (Z,+) em (Q\{0}), tal que

1 se x é par
fz) =

—1 se x é impar

Determine ker f.
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2.6 Grupos Cociente

Sejam G um grupo e H < G. Quando H é um subgrupo normal de G, as relagdes de
equivaléncia ~g4 e ~. coincidem, pelo que é usual representar abreviadamente o conjunto

cociente da seguinte forma:

G/ ~qg=G/ ~e=G/H
Define-se em G/H uma operagao tal que, para quaisquer a,b € G,
(aH)(bH) = abH.

Proposicao 2.6.1. A operagao definida anteriormente é consistente com a estrutura de classe

lateral ou seja, o resultado (produto) nao depende dos representantes das classes escolhidos.

Demonstragao. Sejam entdo aH = o' H, bH = b'H. Tem-se entao a’ € aH, e b’ € bH. Ora,

o anterior é equivalente a

a' = ahy,b = bhy com hy,ho € H.

Fazendo
a/b' = ahlth,
ora
hib € Hb=bH,
pelo que,
hib = bh,

com h} € H. Donde
a't! = ahybhy = abh'|hy € (ab)H.

Assim,

(a'V')H = (ab)H.
O

Teorema 2.6.2. (Grupo cociente) Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Com

a operagao definida acima, G/H € um grupo (grupo cociente de G por H) e a aplicagao

TG — G/H

a —  aH

¢ um epimorfismo (epimorfismo candnico associado a H).
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Demonstragao. De facto, para quaisquer aH,bH € G/H, (aH)(bH) = abH € G/H o que
mostra que a operacao € interna.
Sejam agora aH,bH,cH € G/H. Entao ((aH)(bH))(cH) = ((ab)H)(cH) = ((ab)c)H =
(a(bc))H = (aH)((bc)H) = (aH)((bH)(cH)), o que mostra que a operacao é associativa.
H(aH) = (eH)(aH) = (ea)H = aH
(eH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH. Assim, eH é o elemento neutro de G/H. Mais,
(aH)(a 'H) = (aa " YH = H
(a™'H) (aH) = (e ta)H = H, para qualquer elemento a € G. Assim G/H é um grupo.

A afirmacao seguinte é de verificacao trivial. O

2.6.1 Exercicios

1. Seja G um grupo. Suponha que existe n € Z tal que

Va,b e G, (ab)" = a"b".

Considere os conjuntos,

Gph={reG:2"=e} e G"={a":2 € G},
onde e denota o elemento neutro de G.

1.1. Mostre que os conjuntos indicados sao subgrupos normais de G.

1.2. Mostre que se G é de ordem finita entao a ordem de G™ coincide com [G : G,].

Observagao: Recorde que [G : G,] denota a ordem do grupo G/G, e que se dois

grupos sao isomorfos tém a mesma ordem.

2. Seja G o conjunto das transformacoes
Yop: R — R
xr — ar+b

com a,b € Rea#0.

2.1. Mostre que G constitui um grupo para a composi¢ao usual de aplicagoes.

2.2. Seja S ={fe€G: f(x) =x+b,bec R}. Mostre que S é um subgrupo normal de
G.
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2.3. Determine as classes laterais de S em G.

2.4. Mostre que G/S é isomorfo a R\{0}.
3. Seja F(R) o grupo das funcoes reais de variavel real para a adigdo usual de fungoes.

3.1. Sendo f a fungao definida por f(x) = x + 1, determine o subgrupo < f > gerado
por f.

3.2. Mostre que H = {h,, € F(R) : hy(x) = 3nx+3n,n € Z} &€ um subgrupo de < f >.

3.3. Determine a decomposicao de < f > em classes laterais esquerdas relativamente a

H.

3.4. Verifique se H é subgrupo normal de < f > .

2.7 Teorema Fundamental do Homomorfismo de Grupos

Teorema 2.7.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e 7 : G — G/H o
epimorfismo candnico. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos tal que H C Nuc(d).
Entao existe um tinico homomorfismo ¢* : G/H — G, tal que ¢*(gH) = ¢(g) e ¢* o = ¢.
Mais, ¢* € um epimorfismo se, e so se, ¢ € um epimorfismo e, ¢* € um monomorfismo se, e

56 se, H = Nuc(¢).
?

G = G’
IV
G/H

Demonstragio. A existéncia da aplicacido ¢* esta garantida pelos resultados da secgao 1 e de
facto é tnica. Para tal basta verificar que, em face das condigoes que lhe sao exigidas, se ter

4, obrigatoriamente, para cada = € G,
¢*(xH) = ¢"(m(x)) = (¢" o m) = P(x).
Prove-se agora ¢* esta bem definida. Sejam xH,yH € G/H tais que
xH =yH

Donde resulta

y~ 'z € H C Nuc(e)

ou seja

y 1z € Nuc(e)
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0 que é equivalente a
—1 /
¢(y x) =€,
onde €’ representa o elemento neutro de G’. O anterior ¢ ainda equivalente a

oy o) =€,

ou seja
$y) " o(a) =€

Mas a igualdade anterior é equivalente a

Assim, provou-se que para todos H,yH € G/H, se
xH =yH entdo ¢*(y) = ¢*(x),

ou seja ¢* estd bem definida.
Prove-se agora que ¢* é um homomorfismo de grupos.
Sejam zH,yH € G/H,
o*(eHyH) = ¢* (xy H),

por defini¢ao de produto em G/H. Mas,
¢"(xyH) = ¢(zy) = ¢(x)d(y),
por definicao de ¢* e porque ¢ é um homomorfismo de grupos. Assim,
¢"(xHyH) = ¢(x)(y) = ¢"(xH)¢" (yH),
por definicao de ¢*. Finalmente, resulta da propria construcao que se tem
¢prom=¢

De facto, para todo = € G,
9" om(z) = ¢™(m(x)),

por definicao de composicao de aplicacoes.

Mas,
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Provou-se entao,
0 que é equivalente a

Prove-se a segunda parte do teorema.
Se ¢* & um epimorfismo também ¢ o é, porque m é um epimorfismo e ¢ = ¢* o 7.
Reciprocamente, se ¢ ¢ um epimorfismo, dado um elemento qualquer ' € G’ tem-se, para

algum x € G,

pelo que ¢* é sobrejectiva.
Por outro lado
Nuc(¢*) = {zH € G/H : ¢*(xH) = €'}, por defini¢ao de Nuc(¢*);

= {zH € G/H : ¢(z) = €'}, por defini¢ao de ¢*;

= {xH € G/H : x € Nuc(¢)}, por definicao de Nuc(¢).
Pelo Corolario 2.5.11, ¢* & um monomorfismo se, e s6 se, Nuc(¢*) = {H}. Por outro lado,
para x € Nuc(¢), tem-se H = H se, e s6 se, x € H. Logo ter-se-4& Nuc(¢*) = {H} se, e 80
se, x € H. Logo, sera Nuc(¢*) = {H} se, e s6 se, Nuc(¢) C H, o que, atendendo & hipotese
do teorema equivale a H = Nuc(¢). O

Corolario 2.7.2 (Teorema do Homomorfismo). Sejam G e G'grupos e ¢ : G — G' um
homomorfismo de grupos. Entao ¢(G) ~ G/Nuc(p).

Demonstragao. Considere-se o diagrama

G L)
Tl
G /Nuc(9)

Pelo Teorema 2.7.1 existe um homomorfismo
¢* : G/Nuc(¢) — ¢(G)

tal que ¢* o™ = ¢. Assim, tendo em atencao o que se disse no teorema anterior conclui-se

que ¢* é uma bijeccdo, logo um isomorfismo. O

Proposicao 2.7.3. Para um grupo G, tem-se G/{e} ~ G ¢ G/G ~ {e}.
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Demonstrac¢ao. Exercicio. O

Corolario 2.7.4. (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Seja ¢ : G — G’ um epimorfismo de

nicleo N. Se N C H <G, entao H = ¢(H) < G’ e tem-se
G/H ~G'/H'.

Demonstragio. Pelo Exercicio 2.5.13 resulta que H' = ¢(H) < G'. Para se estabelecer o
isomorfismo pretendido considere-se a composicao de homomorfismos
G—G — G'/H.
¢ TH/

Pelo Teorema 2.7.2, ter-se-a
G'/H' =~ G/(Nuc(mp o ).

Mas

Nuc(rgro¢) = {x€G:(ry o¢)(x)=H'}, por definicao de Nuc(myr o ¢);
= {ze€G:my(p(x)) = H'}, por defini¢ao de composigao;
= {reG:¢(x)H = H'}, por defini¢ao de m;;
= {x € G:¢(x) e H'}, por definigdo de igualdade de classes laterais
= ¢ Y(H'), por definicio de ¢~ 1 (H").

Tem-se H C ¢~ '(H'). Prove-se a inclusdo contraria ¢~!(H') C H. Seja z € ¢~ L(H').
Entao, ¢(z) € H'. Como ¢ é sobrejectiva, existe h € H tal que ¢(x) = ¢(h). Mas, ¢(z) =
#(h) é equivalente a ¢(x)p(h)~! = ¢, onde e'representa o elemento neutro de G’. Como ¢ é
um homomorfismo, tem-se ¢(zh~!) = €, pelo que xh~! € Nuc(¢) C H. Assim, zh~! = R/,
para algum b’ € H, ou seja, x = h'h € H. Assim, ¢~ !(H') C H. Daqui resulta que

Nuc(myr o ¢) = ¢~ (H') = H,
e portanto obtém-se o isomorfismo pretendido. O

Corolario 2.7.5 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam M e N subgrupos normais dum

grupo G, onde M C N. Entao N/M < G/M e tem-se

G/N ~ (G/M)/(N/M).
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Demonstragao. Existe uma aplica¢do bem definida que é um homomorfismo ¢ : G/M — G /N
tal que ¢(gM) = gN, para todo g € G. Mais, esse homomorfismo é sobrejectivo e Nuc(¢) =
N/M. Mas, pelo corolario 2.7.2 ¢(G/M) ~ (G/M)/Nuc(¢). Assim, G/N ¢é isomorfo a
(G/M)/(N/M), como se pretende. O

Proposicao 2.7.6. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G e seja K um subgrupo normal

de G. Entao o conjunto HK é um subgrupo de G, onde HK = {hn,h € H en € K}.

Demonstrag¢ao. O conjunto HK contém claramente a identidade de G. Sejam z,y € HK.

1

Dever-se-a provar que xy e £~ sao elementos de H K. Sejam entao

r = hu, para algum h € H e algum u € K,

y = kv, para algum k € H e algum v € K.

Entao,

zy = (hk) (k™ tukv).

Mas k~'uk € K, pois K é normal. Assim, k~!'ukv € K, porque K é subgrupo de G. Da
mesma forma hk € H. Tem-se entdo que xy € HK. Prove-se agora que 2~ ' € HK. Ora

vt = ()t =uth = R (bR,

Mas, h~! € H pois H ¢ subgrupo de G e hu='h~! € K pois K é subgrupo normal de G.

Tem-se entdo que z~ ' € HK. Provou-se que

Ve,ye HK,xy € HK.

Ve e HK,z ! € HK.

0 que garante que H K é um subgrupo de G. ]

Corolario 2.7.7 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Seja G um grupo e H um subgrupo de

G, e seja N um subgrupo normal de G. Entdao
HN/N ~ H/(NNH).

Demonstragao. Tem-se que N<<HN < G e NNH < H (prove!). Todo o elemento de HN/N
¢ um subconjunto de N que é da forma AN para algum h € H. Assim, se ¢(h) = hN,
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para todo h € H entdo ¢ : H — HN/N é um homomorfismo sobrejectivo. Na verdade, um
elemento de HN/N sera da forma (hx)N, onde h € H,z € N. Mas

(hx)N = (hN)(xN) = (hN)N = ¢(h).

Por outro lado,

Nuc(¢) = {he€ H:¢(h)= N}, por definigdo de Nuc(¢p);

= {h € H:hN = N}, por definigdo de ¢;
= {h € H:he N}, por defini¢gdo de igualdade de classes laterais;

= NN H, por defini¢ao de intersecgao de conjuntos.

Mas, pelo corolario 2.7.2 ¢(H) ~ H/Nuc(¢). Assim, HN/N é isomorfo a H/(N N H)

como se pretende. O

2.7.1 Exercicios

1. Seja G um grupo. Denote por Aut(G) o conjunto dos automorfismos de G.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Prove que Aut(G) é um grupo para a composi¢ao usual.
Seja 1* a funcao definida da seguinte forma
M G- G
g — alga.
Prove que InG = { 1* : a € G} é um subgrupo normal de Aut(G).

Considere a fungao
h: G — InG

Prove que h é um epimorfismo de grupos.

Prove que InG é isomorfo a G/Z(G) onde Z(G) representa o centro de G.

2. Sejam G, H dois grupos, J um subgrupo normal de G e K um subgrupo normal de H.

a) Considere a fun¢ao

f: GxH — G/JxH/K
(r,y)  — (zJyK)

(i) Prove que f é um epimorfismo de grupos.
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(ii) Determine ker f.

b) Prove que $%£ ¢ isomorfo a G/J x H/K.

Considere a aplicacao f: G — H um homomorfismo de grupos. prove que:

3.1. Se a imagem de f tem n elementos, entao =" € ker f para todo = € G.

3.2. Seja m um inteiro tal que m e |H| sdo primos entre si. Para todo x € G, se

™ € ker f entdo = € ker f. Observe que |H| representa a ordem de H.

Considere o conjunto R?, com a adicdo definida do modo usual.

4.1. Verifique que (R2, —i—) é um grupo.
4.2. Seja C' = {(m,y) ER?:y= %} Prove que C < R? e descreva o respectivo grupo
cociente R%/C.

4.3. Dé uma interpretagio geométrica de R? e de R2/C.

Sejam (R, +) o grupo aditivo dos nimeros reais, U o grupo multiplicativo dos nimeros

complexos de médulo unitario e < 27 > o grupo ciclico gerado por 27.

Prove directamente que % é isomorfo a U.

>

- B L R - U ,
Sugestao: Tenha em atencao a aplicacao , com |cisf| = 1.
0 — e =cish,

Seja (G, +) o grupo aditivo formado por todas as sucessoes de nimeros reais onde,
v (xn)neN bl (yn)neN S G7 (xn)neN + (yn)neN - (xn + yn)nEN~
Considere o seguinte conjunto

H={(zn)pen €G:a1+a2=0}.

6.1. Mostre que H <G ( ou seja, H é subgrupo normal de G).
6.2. Dada a aplicacdo f: G — R, definida por

f((@n)nen) = 21 + 22

mostre que f é um homomorfismo entre os grupos aditivos G e R. Averigte,

usando a definicdo, se f é sobrejectiva.

G

6.3. Determine ker f e descreva o grupo cociente T T

6.4. Sendo 7 : G — % o epimorfismo canénico, mostre directamente que existe um

homomorfismo f* : % — R, tal que f*omw = f.
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2.8 Grupos Ciclicos

Viu-se anteriormente que cada subconjunto ndo vazio de um grupo G gera um determinado
subgrupo de G. Qualquer grupo pode ser definido pela indica¢do de um sistema de geradores,
j& que se tem sempre G =< G >. Nesta sec¢ao estudam-se os grupos que sao gerados apenas
por um elemento.

Seja entdo G um grupo e a € G. Um subgrupo de G que contém a, devera conter a?.
Entdo, também contera aa que ¢ denotado por a®. Em geral, devera conter a” com n inteiro
positivo (viu-se que em notagao aditiva se tem na,n € N). O conjunto das poténcias de

expoente inteiro positivo de a é fechado para a multiplicacao. No entanto, é possivel que o

inverso de a ndo esteja neste conjunto. Mas claramente, se um subgrupo de G contém a entao

1 2

também conterd a~! e portanto a'a~!, que se denota por a=? e, em geral, devera conter

a~™, para m € Z*. Mas, também contém a identidade a® = e = aa™!.

Resumindo, um
subgrupo de G' que contém a, devera conter todos os elementos da forma a™(ou na, se se usar

a notacgao aditiva), para qualquer n € Z. Ou seja, um subgrupo que contém a devera conter
{a",n € Z}.

Observe-se que estas poténcias de a nao necessitam de ser distintas.

é facil verificar-se que a™a" = ™", para m,n € Z.

Teorema 2.8.1. Seja G um grupo e a € G. Entao H = {a"™ : n € Z} é um subgrupo de G e

é 0o menor subgrupo de G que contém a, ou seja, todo o subgrupo que contém a contém H.

Demonstragio. De facto, e = a® € H e portanto H # @. Como a"a® = a" 1%, para r,s € Z,
tem-se que o produto de dois elementos de H ainda estd em H. Assim H é fechado para a
operacao que confere a G a estrutura de grupo.

Por outro lado, para " € H, a™" € H, pois —r € Z. Assim, usando o Teorema 2.2.8,
tem-se que H < (G. Usando a argumentacao feita antes do enunciado do teorema mostra-se
que qualquer subgrupo de G que contém a devera conter H, e portanto H é o menor subgrupo

de G' que contém a. O

Definigcao 2.8.2 (Subgrupo ciclico). O grupo H = {a"™ : n € Z} do Teorema 2.8.1 é o

subgrupo ciclico de G gerado por a e serd denotado por < a >.
Note-se que, se G for aditivo, < a >= {na : n € Z}.

Definigao 2.8.3 (Gerador; grupo ciclico). Um elemento a dum grupo G gera G e é chamado

gerador de G se G =< a >. Um grupo € ciclico se € gerado apenas por um elemento.
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Nao ¢ dificil verificar que todo o grupo ciclico é comutativo.

Exemplo 2.8.4. Considere-se o grupo Z. Este grupo € ciclico e é gerado pelo elemento 1 ou

pelo elemento —1.
Exemplo 2.8.5. Seja Z4 = {0,1,3,4}. Entdao Z4 ¢é ciclico e 1 e 3 sao geradores de Zy, ou
seja

<1>=<3>=12Z4.
Exemplo 2.8.6. O grupo {1,i,—1,—i} € ciclico, pode-se tomar como gerador i ou —i.

Exemplo 2.8.7. Considere-se o grupo (Z,+). Vamos determinar < 3 >. Neste grupo a

notagao ¢ aditiva e < 3 > deverd conter

3,3+3 = 6,3+3+3=29, e assim sucessivamente...

0,-3,-34+(=3) = —6,-3+(=3)+(=3) = -9, e assim sucessivamente...

Por outras palavras, o subgrupo ciclico gerado por 3 € constituido por todos os maltiplos de 3,
positivos, negativos e nulos. Assim, < 3 >= 3Z. De forma semelhante mostra-se que nZ € o

subgrupo ciclico < n > de Z. Note-se que 67 < 37.

Definicao 2.8.8. Sejam G um grupo e a € G. Diz-se que a tem ordem finita em G se

existirem inteiros positivos e distintos r, s tais que a” = a®.
Neste caso usa-se a notacao O(a) < 0.

Definicao 2.8.9. Sejam G um grupo e a € G. Diz-se que a tem ordem infinita em G se os

elementos a®,a,a?, ... sao todos distintos.

Neste caso usa-se a notacao O(a) = 0.
Proposicao 2.8.10. Seja um grupo ciclico G =< a > finito. Entao a tem ordem finita.

Demonstracao. Suponha-se que < a > ¢é finito e consider-se a aplicacdo f : N =< a >
definida por f(n) = a™,Vn € N. Se f fosse injectiva, N ~ f(N), com f(N) C<a >; como N é
infinito < @ > também o seria. Logo f nao é injectiva. Portanto, existem inteiros positivos

distintos r, s tais que a” = a®. ]

Proposicao 2.8.11. Seja um grupo ciclico G =< a > finito. Entio G = {e,a,...,a" 1}

onde 7y € igual ao menor dos naturais n tais que a™ = e.
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Demonstrag¢ao. Seja um grupo ciclico G =< a > finito. Pela proposicao anterior existem

s

inteiros positivos distintos r, s tais que a” = a®. Ter-se-4 r < s ou r > s. Sem perda de

eneralidade admita-se que r < s. Tem-se s —r > 0. De a" = a®, conclui-se que a®*~"
)

=e.
Logo existe um natural n tal que a” = ee A = {n € N : a" = e} # &. Por N ser
parcialmente ordenado, o conjunto A tem primeiro elemento v, e tem-se a” = e. Prove-se
que < a >= {e,a,...,a”"'}. & evidente que {e,a,...,a”" '} C< a >. Tome-se a' €< a >.
Tem-se entdo, | = yqg+ 7, onde r € {0,...,7 — 1} e ¢ € Z. Donde a! = 797" = (a7)%" =

ea” =a" € {e,a,...,a’ '}, Logo < a >C {e,a,...,a" '}, Assim, G = {e,a,...,a”"}. O

Definicao 2.8.12. Chama-se ordem dum elemento a € G ao menor inteiro positivo n tal que

= €.

Usa-se a notagao O(a). Da proposi¢ao anterior tem-se que se < a > € finito, O(< a >) =
O(a). Se G' é um grupo infinito e a € G tem ordem infinita entdao o grupo ciclico gerado por

a, < a >, tem ordem infinita.
2.8.1 Propriedades da Ordem de um Elemento
1. O(e) =1
Demonstrac¢ao. Trivial. O

2. O(a) =O(a™1)

Demonstragio. Suponha-se que O(a) = n. Entdo, a" = eea’ # e, j € {1,...,n — 1}.
Demonstre-se que (a™1)" = e e (a!)? # e para todo j € {1,...,n — 1}. Claramente
(a=)" = (a")~! = e. Suponha-se que existe j € {1,...,n — 1} tal que (a~!)/ = e. Entdo
(/)™ = e. Assim, a’ = e o que é absurdo. O

3. Se a = cbe™! entdo O(a) = O(b).
Demonstrag¢ao. Suponha-se que O(a) = n e prove-se que O(b) = n. Tem-se
a™ = (cbe™ )" = (cbe™) -+ (cbe™) = b

Assim, de

el =a"=e,

vern

b =e.
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Suponha-se agora que existe j € {1,...,n — 1} tal que & = e. De a = cbc™! resulta
b= c 'ac donde

V=cldlc=e.
Assim, existe j € {1,...,n — 1} tal que &/ = e o que é absurdo porque o(a) = n. O

4. O(a™) < O(a),¥Ym € Z.

Demonstrag¢ao. Suponha-se que O(a) = n e que O(a™) = k. Ora, por defini¢do de ordem
de um elemento, k & o menor inteiro positivo tal que (a™)* = e. Mas (a™)" = e, entdo

n > k. O
5. Seja O(a) = n. Se mdc(m,n) =1 entao O(a™) = O(a) = n.

Demonstragao. Por 4. tem-se que O(a™) < n. Prove-se que O(a) = n < O(a"). Como

mdc(m,n) =1, pelo Teorema de Bezout, existem inteiros «, 3 tais que

1 =am+ fn.
Entao,
a= aam—i—,@n — (am)a(an)b’ _ (am)a'
De a = (a™)® podemos concluir que O(a) < O(a™). O

Proposicao 2.8.13. Se O(a) =n e se m € Z, entdo "™ = e se e s6 se m = kn, k € Z ou

seja m € maltiplo de n.

Demonstra¢ao. Condicao Necessaria. Suponha-se que O(a) = n e a™ = e, com m € Z.

Prove-se que m é multiplo de n.
Tem-se

m=nqg+r,r€{0,1,....,n—1},q € Z.

Entao

e=a"=a""" =a"a" = (a")%" =a".

Assim, r = 0 pois r € {0,1,...,n — 1} e O(a) = n. Portanto, m é multiplo de n.
Condigao Suficiente. Suponha-se que m = nk, k € Z. Entdo a™ = o™ = (a®)* = ¢, como

se pretendia. O

Teorema 2.8.14. Todo o subgrupo dum grupo ciclico é ciclico.
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Demonstra¢ao. Seja H um subgrupo do grupo ciclico G =< a >. Suponha-se que H = {e},
entao H =< e > é ciclico.
Se H # {e}, seja a" um elemento de H, de expoente positivo minimo (justifique a sua

existéncia). Entao dado arbitrariamente o™ € H e considerando
n=mq+r, com0<r<m,q€eZ

tem-se

a"=a =a".(a")" "€ H,
pelo que 7 = 0. Donde a" = a™? = (a™)4. Assim, H =< a"" >. O

Resulta deste teorema que se H # {e} é um subgrupo de G =< a >, entdo H =< a™ >,
onde m é o menor inteiro positivo tal ™ € H. Por outro lado, se H # {e} é um subgrupo

de um grupo ciclico G, H é finito ou infinito conforme G ¢ finito ou infinito.

4

Exemplo 2.8.15. Seja G =< a > um grupo ciclico de ordem 6. Tem-se H =< a* >=

{e,a? a*} =< a® >, onde O(H) = 3.

Teorema 2.8.16. Seja G um grupo ciclico infinito e H um seu subgrupo. Entao [G : H] é

finito.

Demonstra¢ao. No teorema anterior provou-se que H =< a" > onde a™ é um elemento
de H, de expoente positivo minimo. Prove-se entdo que G = H® Ha ® --- @ Ha™ !, &
uma decomposicao de G em classes laterais e portanto [G : H] = m. Prove-se primeiro que
HaNHo =@ parai#jei,j€{0,...,m—1}eG=HUHaU---UHa™ ' Suponha-se
entdo que existe € Ha' N Ha’, para alguns i,j € {0,...,m — 1} e i # j. Suponha-se, sem

perda de generalidade que ¢ > j. Entao,

com q,t € Z. Assim,

e, portanto a’7 € H o que contraria o facto de m ser o menor inteiro positivo tal que
a™ € H. Assim, Ha' N Ha’ = @ para i # j e i,j € {0,...,m — 1}. Prove-se agora que
G=HaUHaU---UHa™ ! Seja a’,t € Z um elemento de G. Pelo algoritmo da divisdo,

existem ¢ e r inteiros, com 0 <r < m — 1 tais que t = mq + r. Assim,

at = a™"" = (a™)%" € Ha".



2.8. GRUPOS CICLICOS 81

Portanto, G C Hd" UHaU---UHa™ 1. Claramente HU HaU---U Ha™ ! C G. Das duas

inclusoes provou-se a igualdade. O

Teorema 2.8.17. Se G é um grupo ciclico infinito e m € Z, entdo existe um tinico subgrupo

H tal que |G : H) = m.

Demonstragao. A existéncia estd garantida pelos dois resultados anteriores. Prove-se a uni-
cidade. Seja K um subgrupo de G tal que [G : K] = m. Como K é um subgrupo de G,
pelo Teorema 2.8.14, K é ciclico e é gerado por a’, onde ¢ é o menor inteiro positivo tal que

at € K. Pelo Teorema 2.8.16, [G : K| =t, pelo que t = m e por conseguinte H = K. O

Apresentam-se de seguida alguns teoremas que caracterizam os subgrupos dos grupos

ciclicos finitos.

2.8.2 Caracterizagao dos Subgrupos dos Grupos Ciclicos Finitos

Teorema 2.8.18. Seja G um grupo ciclico finito de ordem n. Entao todo o seu subgrupo

H # {e} ¢ ciclico e |G : H| é divisor de n.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.8.14, H é ciclico. Pelo Teorema de Lagrange, [G : H] é divisor

de n. O

Teorema 2.8.19. Seja G um grupo ciclico finito de ordem n. Entdo G contém uwm tinico

subgrupo de cada ordem que divide n.

Demonstragio. Seja G =< a >, a # e. Seja d > 0 um qualquer divisor de n. Tem-se
n = kd,k € Z". Prove-se que existe um subgrupo de G de ordem d e de seguida, prove-se

2k .. al4=DF} 6 um subgrupo de G.

que esse subgrupo ¢ tnico. Veja-se que H = {e,a”,a
Claramente H é um subconjunto ndo vazio de GG. Como G é finito, para provar que H é um

subgrupo de G basta provar que para quaisquer elementos a’*,a?%,4,5 € {0,...,d — 1},
atk it — ok ¢ F.

De facto,
l.sei+j <d—1,entdao ¥ € H, por definicio.

2. se i + j > d entao dividindo 7 + j por d tem-se

i1+j=qd+r0<r<d.
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Consequentemente a( Tk = glad+nk — gadkgrk — (qdkyagrk — (g")1g™* = o7% € {0,... d—
1}. Assim, altik ¢ H. Viu-se entdo que H é um subgrupo de G de ordem d. Mais, pelo
Teorema de Lagrange, a ordem do subgrupo H divide a ordem do grupo.

Resta provar a unicidade. Admita-se que H' ¢ um subgrupo de G de ordem d. Como G é
ciclico, entdao H' é ciclico e gerado por a™ um elemento de H, de expoente positivo minimo.
Entdo, [G : H'] = m e pelo Teorema de Lagrange n = md. Como n = kd tem-se kd = md.

Assim, k = m pelo que H' =< a¥ > e portanto H' = H. O

A demonstragdo do teorema anterior indica-nos um processo de determinagao dos ger-

adores de um subgrupo de um grupo ciclico finito.

Exemplo 2.8.20. Seja G um grupo ciclico de ordem 6 gerado por a. O grupo G tem um

inico subgrupo de ordem 3, H. Como 6 = 2 x 3, tem-se que H € o subgrupo de G gerado por

a?, ou seja, H = {e,a?, a*}.

Teorema 2.8.21. Seja G um grupo finito de ordem n, nao prima. Entao G tem pelo menos

um subgrupo proprio.
Demonstrac¢do. Exercicio. O

Teorema 2.8.22. Se G é um grupo finito de ordem prima, entdo G € ciclico e qualquer dos

elementos distintos da identidade lhe serve de gerador.

Demonstrag¢ao. Suponha-se que O(G) = n, com n primo. Se G = {e} a demonstracao é
trivial. Seja H =< a >, com a # e. Note-se que a tem ordem finita porque G é finito. Vamos
ver que H = G. Como O(H)|O(G), entao O(H) =1 ou O(H) = n. Mas H # {e}. Logo
O(H) =n. Assim, H = G. O

Mostrar-se-a agora que é possivel identificar todos os grupos ciclicos ( a menos de isomor-

fismo ).
Teorema 2.8.23. Seja G um grupo ciclico, entao G € isomorfo a Z ou a Zy,, para m € N.

Demonstragao. Seja G =< a >. Defina-se a aplicagao:

0.7 — G

n — a

A aplicacdo € ¢ um homomorfismo de grupos, de facto, para quaisquer n,m € Z,

O(n+m) =a""™ = a"a™ = 0(n)0(m).
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Claramente # é um epimorfismo. Aplicando o Teorema do Homomorfismo, tem-se que
< a >~ 7Z/Nuc(6).
Se 0 ¢é injectiva, entao Nuc(f) = {0}, pelo que
Z/Nuc(9) ~Z/{0} ~7Z

e portanto

<a>~17.

Se # nao é injectiva, entdo Nuc(f) # {0} e porque Nuc(f) < Z, havera em Nuc(f) ntumneros
positivos (porqué?). Seja entdo m o menor positivo em Nuc(f). Tomando arbitrariamente

n € Nuc(f), divida-se n por m. Tem-se entao:
n=mk+r, com0<r<m.

Assim,

O(n) =a" = kT = (am)kaT =a’.

Como n € Nuc(f), a” = e e portanto r € Nuc(f). Mas entao r = 0 uma vez que r < mem é

o menor positivo em Nuc(#), pelo que
n=mk,k € Z.

Assim n € mZ. Reciprocamente, seja y um elemento de mZ. Entao y = ms, para algum

s € Z. Tem-se

6(y) = B(ms) = a™ = (a™)" =,

pelo que ms € Nuc(f). Assim,

Nuc(6) = mZ.

Pelo Teorema Fundamental do Homomorfismo,

<a>=ZL/mL = L.



84 CAPITULO 2. TOPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS

2.8.3 Exercicios
1. Seja a € G um elemento de ordem finita (a # e). Prove que:
1.1. O(a*) divide O(a);

1.2. Se a? = e e p é um numero primo entao O(a) = p;

1.3. Se O(a) = km entdo O(a*) = m;

n e n é impar entdo O(a?) = n;

1.5. Se O(a

n e a” = a® entao n é um divisor de r — s;

(a)
1.4. Se O(a)
(a)
1.6. Se O(a) = mk e a"* = e entdo r é multiplo de m.

2. Seja G = (a) ,a # eg, onde eg denota o elemento neutro de G.

2.1. Se a° = a", qual ¢ a ordem de G?

2.2. Se a®® = a™, que se pode dizer sobre a ordem de G? E qual seria, neste caso, a

ordem do subgrupo gerado por a’?
3. Mostre que num grupo finito G de ordem m,

Vg e G,g" =e.

4. Considere definida num grupo G a seguinte relacao,

aRbseesosedge G:b=gag ' .

Se aRb diz-se que a e b sao elementos conjugados.

4.1. Prove que R é uma relacao de equivaléncia.

4.2. Prove que elementos conjugados tém a mesma ordem.

5. Seja G o grupo ciclico de ordem 6 gerado por a.

Considere os seguintes subgrupos de G,

H = {e,a?,a*}, K = {e,a’}.

Indique os elementos e escreva a tabela dos grupos cociente G/H e G/K.

6. Considere o grupo ciclico, G, gerado por um elemento a de ordem 12.



2.8.

10.

11.

12.

13.

14.

GRUPOS CICLICOS 85

6.1. Indique todos os subgrupos de G de ordem 6. Justifique.
6.2. Prove que H = {e,a*,a®} ¢ um subgrupo de G.

6.3. Decomponha G em classes laterais & direita segundo H. Justifique.

Escreva os subgrupos de Zj2 gerado por 6 e 9.

. Mostre que Zy x Z3 ¢ um grupo ciclico.

Sejam H, H*, K, K* grupos.

9.1. Prove que se H é isomorfo a H* e K ¢é isomorfo a K* entao H x K ¢é isomorfo a
H* x K*.
9.2. Prove que C5 x Cy & isomorfo a Cg. Onde C,, é o grupo ciclico de ordem n.

9.3. Justifique que Zg X Zs é isomorfo a Zg usando as duas alineas anteriores.

Seja G o grupo Zi5 e H =< 5 > um subgrupo de G. Indique todas as classes laterais

de H. Para cada classe lateral indique os seus elementos.

Seja G um grupo e a,b € G. Prove que:

11.1. Se a,b e ab tém ordem 2 entdo a e b comutam.

11.2. Se O(a) = m,O(b) = n, com m,n primos entre si, e se k,r € Z sdo tais que a® # e

ou b # e, entdo a¥ # b’

11.3. Se a,b comutam, O(a) = m,O(b) = n, com m,n primos entre si, entao O(ab) =

mn.

Seja H = {a',t € Z} um grupo ciclico infinito. Determine um subgrupo K de H tal
que [H: K| =T1.

Seja G =< a > um grupo ciclico. Sejam m,n € N.

Sejam H =< a™ > e K =< a™ > . Prove que:

13.1. < HUK >=<a% >, onde d é o maximo divisor comum entre m e n.

13.2. < HN K >=<a® >, onde ¢ é o minimo miltiplo comum entre m e n.

Sejam (G, .) um grupo ciclico, (G',*) um grupéidee ¢: G — G’ um epimorfismo

de grupdides. mostre que:
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14.1. G’ é grupo ciclico.

14.2. Se G é grupo de ordem finita entdao a ordem de G’ divide a ordem de G.

2.9 O Grupo Simétrico

Seja X um conjunto nao vazio.
Definicao 2.9.1. Chama-se permutacdo de X a toda a aplicagcio bijectiva de X em X.

Denota-se por Sx o conjunto de todas as permutagoes de X. Enunciam-se algums resul-

tados:
1. A composta de duas bijec¢oes é uma bijeccao.
2. A composta de aplicagoes € associativa.

3. Aaplicacdo e : X — X tal que Vx € X, ¢(x) = z é o elemento neutro para a composi¢ao

de funcoes definidas em X.

4. Se f é uma bijeccio definida em X, existe uma bijeccio f ~! : X — X tal que f
lof=fofl=¢condef1:X = Xtalque f (y)=2zseesodsey=f(z).

Das observagoes anteriores resulta que (Sx, o) é um grupo.

Suponha-se que X = {aq,aq,...,a,} ¢ um conjunto nao vazio e finito. O elemento o € Sx

pode ser representado pela tabela:

a a .. a
o(ar) o(az) -+ olap)
A natureza dos objectos a;,i € {1,...,n} nao tem qualquer importéncia para o estudo das

permutacoes. Interessa saber apenas o cardinal de X. Assim,. para facilitar a manipulacao
das permutacoes toma-se para X = {1,...,n}, onde os simbolos 1,2,...,n dum modo geral
nao tém qualquer significado numérico. Representam n objectos distintos.

Denota-se também Sx por S,. Chama-se por vezes a S, grupo simétrico de grau n. O
grupo S, tem n! elementos.

Assim, em vez da representacao 2.8 usar-se- 4 para o a representacao:

a]. a2 ... an

:1:1 x2 ... xn
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onde z; = o(a;) para todo 7 € {1,...,n}.

2.9.1 Produto de Permutacoes

Sejam o e 1 dois elementos de .S,, onde

o:i—o(i) =

n:j—nlj)=vy;

onde i,j € {1,...,n}. Defina-se 0 n = n oo. Temos pois

on(i) =noa(i) =n(o(i)) = nz:).

De modo anélogo,

Em geral
on #no
_ 1 2 3 4 1 2 3 4
Exemplo 2.9.2. Sejam o = en=
2 3 4 1 3 1 4 2
De
an(i) = nlo(i)] = n(z),
tem-se

Entao, na pratica, o cdlculo do produto de duas permutacoes poderd ser organizado da

seguinte forma:

,_.
[\
w
.
[\V]
w
S
—
—
[\V]
w
S

on=rno0 = -
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Observe-se que

1 2 3 4 2 3 4 1
7]: =
3 1 4 2 1 4 3
1 2 3 4 3 1 4 2 1 2 3 4
TIU:UOT]: —
1 4 2 4 2 1 3 4 2 1 3
Tem-se
on # no.

O elemento neutro de S,, é a permutacao

1 2 3 n
€ =
1 2 3 n
e a inversa duma permutacao
1 2 3 n
g =
sl T2 I3 I
1 r1 T2 X3 Tn
o= ,
1 2 3 n
) 2 3 " 1
Exemplo 2.9.3. A inversa de o = co ' = . Repare-se que
2 1 3 2 1
oo t=0"lo=¢

2.9.2 Classe de Permutagoes Comutaveis

Comece-se por ilustrar esta subsecgdo com um exemplo.

Considerem-se as permutacoes o e i de Sg definidas por:

1 2 3 4 6
g =
2 3 1 4 5 6
e
1 2 3 4 5 6
7’]:

1 2 3 5 6 4

Verifique que on = no. Este facto serd acidental ou ilustrard uma classe de permutacoes

comutéveis?
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Observe-se que o e 1 deixam invariantes partes complementares do dominio, o conjunto
X =1{1,2,3,4,5,6}. Osconjuntos A = {1,2,3}, B = {4,5,6} constituem uma particao de X;
o deixou invariante o conjunto B e 1 deixou invariante o conjunto A. Assim, formalizando:

Seja {a1,az,...,ay,b1,ba,...,by}, u+ v =mn uma particio de {1,2,...,n}.

e o actua sobre ay,a9,...,a, e deixa by, b, ..., b, invariantes.
e 7 actua sobre by, b, ..., b, e deixa ai,as,...,a, invariantes.
Entao,
aq as [N Ay, bl b2 [N bU
g =
o(ar) o(az) -+ o(ay) by by -+ by
e
aq as PPN Ay, bl b2 “ e b'l)
’[7 =
ar ag - ay n(b) nlz) - n(by)

Tem-se, on =noo = o on =no. De facto,

al as - ay, bl b2 - bv

on=mnooc=0g0nN=n0=
o(ar) ofaz) --- olaw) nb) n(b2) - n(by)

2.9.3 Decomposicao de uma permutagao num produto de ciclos

Seja {a1,ag,...,a4,b1,b2,...,b,}, u+ v =mn uma particao de {1,2,...,n}.

Definicao 2.9.4. Chama-se ciclo de comprimento u & permutagao 0 € Sy, definida por
9(&2) = CLH_LZ' € {1, e, U — 1}
O(ay) = az
H(b]) = bj,j S {1, R ,U}.

Ou seja,
o a; as -+ ay by by - by,
; as as s aq b1 b2 s bv.
Em geral, representa-se # indicando apenas os elementos sobre os quais ela actua (ou seja, os
elementos que move),
92( ap ay - ay )
Diz-se também que 6 é um ciclo de comprimento u. Um ciclo de comprimento 1 ¢é a

permutacao identidade. Dois ciclos que actuam sobre subconjuntos disjuntos dizem-se ciclos

disjuntos. Assim, dois (ou mais) ciclos disjuntos comutam.
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Exemplo 2.9.5. Em Sg,

; 2 i : Z ? :<]'3 45 6)(2> 2(1.3 4 5 6) 0

proximo teorema nao serd demonstrado. Apenas faremos uma ilustracdo deste teorema.

Teorema 2.9.6. Toda o permutagao de S, pode decompor-se num produto de ciclos disjuntos

dois a dois.
‘ 1 2 3 4 .
Seja o € Sg, tal que o = . Proceda-se a factorizacao de ¢ num
31 2 4 6 5
produto de ciclos.
Seja
1 3 2
01 = =(1 3 2).
3 2 1

Como o actua sobre X = {1,2,3,4,5,6} e 6; actua sobre {1,2,3} C X, continua-se o
processo. Considere-se um dos elementos de X que nao pertence a {1,2,3}. Seja by = 4.

Obtém-se
4
Oy = = (4).
4
Como {1,2,3}U {4} C X, continua-se o procedimento como anteriormente. Seja ¢; =

H;vem

5 6
03 = 6 s =(5 6)

O ciclo 03 actua sobre o conjunto {5,6}. Como {1,2,3,4} U {5,6} = X, o processo

terminou em 3 passos. Tem-se a factorizacao:

c=005=(1 3 2)(4)(5 6).

Atendendo as observacoes anteriores,

c=0005=(1 3 2)(5 6).
Seguem-se algumas observagoes:
1. A ordem dos factores é arbitraria pois os ciclos comutam dois a dois.

2. Dadas duas permutacoes, se na factorizacao de uma delas existir algum ciclo que nao
existe na factorizacdo da outra entdo as permutacoes dadas sao necessariamente distin-

tas.
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3. A decomposicao de uma permutacdo num produto de ciclos é pois, Unica a menos da

ordem.

Teorema 2.9.7. Seja 0 = ( ar as o am ) um ciclo de comprimento m. Entao a

ordem de 0 é m.

Teorema 2.9.8. A ordem de uma permutacao o € Sy, € igual ao minimo miltiplo comum

das ordens dos ciclos em que esta se decompoe.

Demonstragao. Seja o = 0102 -- -0 onde 01,605, ..., 0; sdo ciclos disjuntos 2 a 2. Suponha-se

que O(0;) = pg,i € {1,...,k}. Vamos ver que
O(o) =c=mmc(p,, ..., 1)
Como os ciclos comutam 2 a 2 tem-se:
0= (010y---0;)° = 0765 - 0;°.
Mas, sendo ¢ = mme(p,, ..., Hg), ¢ = aipi; o € LT,
0f = 0%t = (91) =™ =e.

Assim,
Seja agora m € N tal que

Mostre-se que m é multiplo de ¢ o que garante que O(o) = ¢. De 0™ = ¢ resulta que
0705 - -0, = ¢,

e, da igualdade anterior vem

o7 = (05" 0™, (2.9)

mas, tendo em atencao que uma permutagao e a sua inversa actuam sobre o mesmo conjunto

e, como os ciclos anteriores sao disjuntos 2 a 2, de (2.9) tem-se,
mo__
m—
Procedendo de modo andlogo para todo 4, conclui-se:

m __
0" =e.
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Mas,

H?ZE@m:,Bi,ui,i S {1,,]{3}
Atendendo a que ¢ = mmc(uq, ..., pr) tem-se entao

m = ac,a € N.

Exemplo 2.9.9. SejaaESg,a:(l 2)(3 4 5)(6 7 8),ent60

O(o) = mmc(2,3) = 6.

2.9.4 Permutacgoes Conjugadas
Defini¢ao 2.9.10. Duas permutagoes o,n € S, dizem-se conjugadas se existir uma permu-
tagdo € € S, tal que

o =¢&e.

Note-se que, se existe uma permutacio & tal que o = £~ ¢ equivale a dizer que existe

1

uma permutagao 7 tal que n =7""oT, com T = &L

Suponhamos que

onde 6; sao ciclos disjuntos dois a dois, i € {1,...,k}. Entao,

o= = (E1019)(E71028) -+ (£7101E)

onde, para cada i € {1,...,k},£710;6 é um ciclo de comprimento igual ao de 6; e portanto,

duas permutacoes conjugadas decompoem-se em ciclos do mesmo comprimento.
Mais, se 6 = ( a; G - G ) é um ciclo arbitrario de comprimento m, £~10¢ é

um ciclo que actua sobre o conjunto {£(aq),...,&(an)} isto é:

§10e=(gla) €lar) - Elam) ).



2.9. O GRUPO SIMETRICO 93

2.9.5 Regra Pratica para o Calculo de uma Permutacao Conjugada

A permutacio £710¢ obtém-se de @ aplicando & aos objectos sobre os quais # actua.

1 2 3 4 5
Exemplo 2.9.11. Seja 0 = ( 1 3 ) ( 2 4 5 ) e = . Calcule
4

a conjugada de o usando . Tem-se

cloe= (e @ ) (€@ € o) )=(2 5)(1 1 3)

De sequida confirme-se usando o produto das respectivas permutagoes:

—
DO
w
o
(@]
—
[\
w
o
t
—
[\
w
e
(@)

ot =

e
—
t
[\
w
w
o
—
(@)
[\
[\
e
(@)
—
w

2.9.6 Transposicoes

Definicao 2.9.12. Chama-se transposi¢cao a um ciclo de comprimento 2.

Uma transposi¢ao troca a ordem dos elementos sobre os quais actua (sentido estrito).

Com efeito, a transposicao

a b 2
nao é mais do que o ciclo ,C(a) = b,¢(b) = a. & 6bvio que (% = ( a b ) =
b a

<a b)(a b)zeeque(‘lz(a b>_1:(b a)zC.Umatransposigéoéa

mais simples permutagao nao trivial (# e).

Diz-se que uma permutacao o € S, se decompoOe ou factoriza num produto de trans-

posicoes se existir s € N e transposicoes (i, ..., (s tal que

o=G G
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é facil ver que todo o ciclo (# €) se decompoe num produto de transposigoes. Com efeito,

seja@z(al as - Gm >.Tem—se

o= (o w ) (m w ) (o o).

Atengao!! Esta decomposicdo nao é unica. Com efeito, seja § = ( 1 2 3 4 ) €
Se. Tem—se@z(l 2)(1 3)(1 4). Noentanto,0:<2341):
( 2 3 ) ( 2 4 ) ( 2 1 ) Viu-se atrds que toda a permutacao se pode compor num

produto de ciclos disjuntos. Assim, pode-se escrever o seguinte teorema:

Teorema 2.9.13. Toda a permutagio de S, (n > 2) diferente da identidade é um produto

de transposicoes.

De facto, basta ver que todo o ciclo se decompoe num produto de transposicoes.

Observacoes:

1. Viu-se que ciclos disjuntos sao comutéaveis.

2. é facil verificar que, por exemplo em S3, ( 1 2 )( 1 3 ) =+ ( 1 3 )( 1 2 )
Isto mostra-nos que na factorizacao de uma permutacdo em transposicoes a ordem dos

factores é importante.

3. Em tal decomposi¢ao o numero de“factores” ndo é fixo. Por exemplo, em S5
(1 2)(1 3> = (1 2)(2 3)(2 3)(1 3>
= (1 2)(2 3)(3 2)(1 3)-
O préximo teorema permite concluir que o grupo simétrico é gerado por n — 1 elementos.
Teorema 2.9.14. O grupo simétrico S, ¢ gerado pelas n — 1 transposi¢oes
(1 2).(13)0i(1 n).
Demonstracao. Viu-se que todo o ciclo 6 se decompde num produto de transposicoes
(a0 )i#i
consequentemente qualquer permutacao se decompde num produto de transposicoes da forma

( a;  a; ) i # Jyai,a5,€ {1,...,n}. Mostre-se que cada transposigao se pode decompor

num produto de elementos do conjunto

Qz{(l 2),(1 3)(1 n)}.
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é facil verificar que

(o o) = (1 w) (1 a)(1 w)

Entao qualquer permutacao o € S, se pode decompor num produto de elementos de G o

que prova que G gera S, como pretendido. O

Exemplo2.9.15.Em53,<2 3)=<1 3)(1 2)(1 3).

2.9.7 Paridade de uma Permutagao

Considere-se a funcao A definida nas varidveis x1, xs, ..., x, do modo seguinte:

A(x1,m9, ... xy) = Z H(g;i_a;j)

1,j=1,1<g
ou seja,
A = (x1—x2) (w1—23) - (21 —2p_1) (x1 —xp)
(xg—x3) - (2 —xp_1) (22 — zp)
(ajn—2 - xn—l) (:En—2 - xn)
(Tp—1 — Tp)-
Sendo ¢ uma permutacao de S,, que actua sobre as varidveis x1, T, ..., T, represente-se

por A\ya expressao que se obtém da expressao anterior substituindo x; por o(x;), ou seja:

Bo= Y o) — o).

1,j=1,i<j
é 6bvio que
Ny =N =E(0)A,
onde (o) = £1. Pode assim interpretar-se £(o) como o valor de uma funcao £ definida em

S, do seguinte modo:

£: S, — {1,-1}

o — =+l
Se (o) = 1 diz-se que o é uma permutagao par.
Se £(0) = —1 diz-se que o é uma permutagao impar.

a funcao £ chama-se cardcter alternante de S,,.
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Teorema 2.9.16. A funcdao & é um homomorfismo.

O teorema anterior traduz que, para todas as permutacoes o e n de .S, se tem:

£(on) = &(a)E(n).

A expressao anterior permite concluir que:
O produto de duas permutacoes da mesma paridade é uma permutacao par e o produto

de duas permutagoes de paridades distintas é uma permutac¢ao impar.
Exercicio 2.9.17. A identidade de S,, é uma permutac¢ao par.
Exercicio 2.9.18. Duas permutagoes inversas tém a mesma paridade.
Exercicio 2.9.19. Duas permutacoes conjugadas tém a mesma paridade.
Teorema 2.9.20. As transposi¢oes sao permutacoes impares.

Teorema 2.9.21. A paridade de uma permutacao o € S, coincide com o paridade do nimero

de transposicoes em que se decompoe.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.9.13, ¢ pode decompor-se num produto de trans-

posicoes:
0O =T1T2" " Ts,
onde 75,5 € {1,..., s} é uma transposicao.
Entao
§(o) =&(mima- 1) = E(m)€(m2) - - &(75) = (—1)°.
Assim, (o) = 1 se e sose s é par e (o) = —1 se e 86 se s é impar.

Assim, o anterior significa que:
o é par se e 86 se 0 se decompoe num numero par de transposigoes;

o & impar se e s6 se ¢ se decompoe num numero impar de transposicoes. O

Exemplo 2.9.22. A permuta¢io o = ( 1 3 5 ) ( 2 4 8 ) € Sg € par. De facto,

a=(1 3)(1 5)(2 4)(2 8),5(0):(—1)4:1.
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2.9.8 Teorema de Cayley

Considere-se qualquer tabela de grupo. Note-se que cada linha fornece uma permutacao dos
elementos do grupo dispostos no topo da tabela. Analogamente, cada coluna da tabela fornece
uma permutacao do conjunto dos elementos do grupo que se encontram dispostos & esquerda
da tabela. Entao, nao é surpreendente que todo o grupo finito G é isomorfo a um subgrupo
do grupo S¢g de todas as permutagoes de G. O mesmo é verdadeiro se o grupo for infinito. O
teorema de Cayley diz que todo o grupo é isomorfo a algum a algum grupo de permutacoes
com a operacao de multiplicacao de permutacdes ja definida. Este é um resultado simples e
intrigante e ¢ um classico da teoria de grupos.

A demonstragdo deste teorema serd separada em 3 passos. Considere-se um grupo G

qualquer.

passo 1 Encontrar um conjunto G’ de permutagoes, candidato a formar um grupo com a oper-

acao usual de multiplicacao de permutagdes e que seja isomorfo a G.
passo 2 Provar que G’'é um grupo usando a multiplica¢do de permutagoes.
passo 3 Definir uma aplicagdo ® : G — G’ e mostrar que ® ¢ um isomorfismo entre G e G’.

Teorema 2.9.23. (Teorema de Cayley) Todo o grupo é isomorfo a um grupo de permutagaes.

Demonstragio. Considere-se um grupo G qualquer.
passo 1. Encontre-se um conjunto G’ de permutacoes, candidato a formar um grupo com
a operagao usual de multiplicagdo de permutacoes e que seja isomorfo a G. Para a € G, seja

o, a aplicacdo de G em G definida por:
oa(T) = za,

para x € G. A aplicag@o anterior estd bem definida. De facto sejam x,y € G tais que © = y.
Entao za = ya o que é equivalente a o,(x) = 04(y). Note-se que a operagao no grupo G esta
bem definida.

Mostre-se agora que o, ¢ injectiva. Sejam x,y € G tais que o,(x) = 04(y). Tem-se, por
defini¢do de o, que za = ya. Mas, G é um grupo, é valida a lei do cancelamento. Logo z = y.
Mais, se y € G, entao

ga(ya™") = (ya™Ha =y,
e portanto o, € sobrejectiva. Assim, g, é bijectiva e portanto é uma permutacao de G, ou
seja 0, € Sa. Seja
G' = {o4]a € G}.
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passo 2. Mostre-se que G’ ¢ um subgrupo de Sg. Dever-se-4 mostrar que G’ ¢ fechado
para o produto de permutacoes ja definido, contém a permutacao identidade e o inverso para

cada um dos seus elementos. Primeiro prove-se que:

0a0ph = Ogb-

De facto, seja x € G,
(040p)(x) = op(04(x)) = op(xa) = xab = ogp(x).

Do anterior se conclui que G’ é fechado para o produto de permuta¢oes. Claramente, para

todo x € G,

oc(x) = e = x,

onde e representa a identidade do grupo G. Assim, 0. é a permutacao identidade em Sg e

estd em G’. Como 0,0, = 04, tem-se

0a04—1 = Ogq—1 = O¢

Ou—10q = O¢.

Assim,

(Ua)_l = 0g-1,

e portanto, (o,)~! € G'. Assim G’ é um subgrupo de Sg.
passo 3. Resta provar que G ¢é isomorfo ao grupo apresentado no passo 2. Defina-se
®:G — G por
®(a) = og,

para a € G. A prova de que @ estd bem definida é deixada ao cuidado do leitor. Prove-se

que ® é injectiva. Sejam a,b € G tais que ®(a) = ®(b). Entao
Oq = Op.

Em particular,
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Assim, ea = eb e, como em G ¢é valida a lei do cancelamento, a = b. Pela propria definicao de
G’ resulta que ® é sobrejectiva. Finalmente, dados a, b elementos arbitrarios de G, ®(ab) = oy

e

O(a)P(b) = 040p.

Entao

2.9.9 Exercicios

1. Averigue quais dos seguintes conjuntos constituem grupos de permutacoes:

1.1. M={ f: R — R :f(x)=axr+bacR\{0},0 R}

1.2. M={ f: R?2 —» R? :f(z,y)=(r+a,0),a € R}
2. Seja S, o grupo simétrico de grau n.

2.1. Diga o que é uma permutacao de .S,.

2.2. Considere G = S5, e seja

1 2 3 4 5
35 41 2

um elemento de G.

i. Diga qual é a ordem de a.
ii. Descreva o grupo ciclico < a > gerado por a.
iii. Descreva os subgrupos préprios de a.

iv. Seja H o subgrupo proprio de maior ordem. Determine os indices [< a >: H]

e |G: H|

3. Considere as seguintes permutagoes f,g e h em Sg,

12 3 45 6
6 1 3 5 4 2

f=
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1 2 3 45 6
g:
231 6 5 4
1 2 3 45 6
b=
31 6 4 5 2
Calcule
3.1. hfg
3.2. f~lg7h
3.3. b1y
3.4. ¢

4. Escreva cada uma das seguintes permutagoes de Sg como produto de transposicoes

4.1. (123)(456)(1574)

1 23 45 6 7 8
31 42 876 5

4.2,

5. Considere as permutacoes

54 3 21 8 76
o =

31 48 25 67

4 3 218 76
o =

4 2 3815 67

54 3 2 1 8 76
’r}:

31 87 6 5 2 4

5.1. Decomponha estas permutacoes em ciclos disjuntos. Serd esta decomposi¢ao tnica?

5.2. Decomponha estas permutagoes em transposigoes. Serd a decomposicao tnica? Se

nao, dé outra decomposicao.
5.3. Qual é a ordem de o, @ e n? E a sua paridade?

5.4. Qual é o suporte destas permutacoes?

6. Justifique que as permutacoes seguintes sao conjugadas e determine 3 tal que « =

B8~ sendo
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6.1. o = (1234) e § = (2143), 0,6 € S,

6.2. o= (1234) e § = (1364)(257),,a,0 € S.
7. Sejam « e ( ciclos disjuntos, a = (ajay - --as), 8 = (biba - - - b,). Prove que

7.1. Para todo o inteiro positivo n, ( af)" = ™8™,
7.2. Seaf =centdo a=ce B =¢
7.3. Se (o)t = e entdo o' =€ e B = ¢, onde t é qualquer inteiro positivo.

(Obs. Use as alineas a e b)

8. Considere um triangulo equilatero e o exemplo apresentado em anexo, o grupo diedral
de ordem 3, D3, constituido pelas rotagoes relativamente ao centro e pelas simetrias

relativas as bissectrizes dos angulos munido da operacao composigao.

8.1. Construa o grupo diedral de ordem 4, Dy, relativamente ao quadrado.

8.2. Determine um subgrupo de D, cuja ordem seja metade da ordem de Dy.
9. Averigue se pode aplicar o teorema de Cayley com

9.1. G = Zy;
9.2. G é o grupo aditivo dos numeros reais;

9.3. O grupo ciclico de ordem 3.



102 CAPITULO 2. TOPICOS SOBRE TEORIA DE GRUPOS



Capitulo 3

Topicos sobre Teoria de Anéis

3.1 Anéis e Homomorfismos

3.1.1 Conceitos Elementares

No conjunto dos inteiros Z, definem-se duas operagoes, que se designam por adi¢do e multi-
picacao, as quais gozam das seguintes propriedades: em relacao a adicao sao validas as pro-
priedades associativa e comutativa, existe elemento neutro e todo o elemento tem simétrico,
ou seja (Z, +) é um grupo abeliano.; em relagao a multiplicagao, é véalida a propriedade asso-
ciativa; sao ainda vélidas as propriedades distributivas a direita e a esquerda da multiplicacao
em relacao a adicao.

as estruturas algébricas que, tal como (Z,+,.), gozam destas propriedades chamam-se

anéis. Apresenta-se de seguida a definicdo formal.

Definicao 3.1.1. Um anel (R,+,.) é uma estrutura algébrica constituida por um conjunto
R com duas operacoes bindrias, + e . , normalmente designadas por adigao e multiplicagao,

tal que sao satisfeitos os sequinte axiomas:

Ri: (R,+) € um grupo abeliano;
Ro: (R,.) € um semigrupo, (isto €, (R,.) é grupdide e, Vx,y,z € R,z.(y.z) = (z.y).z
Rs : Para todos a,b,c € R, a lei distributiva & esquerda a.(b+ ¢) = (a.b) + (a.c),

e a lei distributiva a direita (a +b).c = (a.c) + (b.c), € verificada.
Exemplo 3.1.2. (Z,+,.), (R,+,.), (Q,+,.) e (C,+,.) sao anéis.

Um anel (R,+,.) diz-se um anel comutativo se para todos a,b € R,a.b = b.a. Um anel

diz-se um anel com identidade, ou unitario, se existir um elemento v € R tal que para todo

103
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a € R, u.a = a.u = a. Denote-se a identidade do anel por 1. é usual denotar a multiplicacao
num anel por justaposicao, usando a simbologia ab em vez de a.b. Tal como foi feito para

113

o estudo dos grupos passara a ser referido “ o anel R” em vez de “ o anel (R,+,.)tt, por

exemplo, a partir de agora Z denotara o anel (Z,+,.).

Exemplo 3.1.3. Seja R um anel e M, (R) o conjunto das matrizes de tipo n X n que tém

entradas em R. Este conjunto é um anel com a adigao e multiplicacdo usuais de matrizes.

Exemplo 3.1.4. Seja F(R) o conjunto das fungoes reais de varidvel real. Sabemos que
(F(R),+) € um grupo com a adigdao de fungoes, onde para cada x € R, (f+g)(z) = f(x)+g(z).
Defina-se a operagao
o: F(R) xF(R) — F(R)
(f.9) - fyg
onde, para todo x € R, (fg)(x) = f(x)g(x). Assim, F(R) algebrizado com estas operagoes €

um anel.

Exemplo 3.1.5. Considere-se o conjunto nZ = {na,« € Z}. Jd se viu que nZ € um subgrupo
aditivo de Z. Como (nr)(ns) = n(nrs), para r,s € Z, pode observar-se que nZ € fechado para
a multiplicagao. As propriedades associativa e distributiva que se verificam em Z, também se

verificam em nZ. Assim, nZ. é um anel.

Exemplo 3.1.6. Se Ry, Ro,..., R, sao anéis, entao

Ry xRyx---xR,= {(7“1,7"2,...,7"71),7"2' € R;,i € {1,...,n}}.

Dados, (11,72,...,mn), (r],rh,...,70) € Ry X Ry X -+ X Ry, tem-se,
(r1,72s oy rn) + (P, el = (r + i re +1h, o L),
(r1,72, oo ) (P Thy ol ) = (P17 o ).

O conjunto anterior, algebrizado com as duas operacoes referidas é um anel. A este anel

chama-se produto directo dos anéis R;,i € {1,...,n}.

Ao elemento neutro dum anel (R, +,.) relativamente & adigdo designa-se por zero do anel
e representa-se pelo simbolo 0. O inverso de um elemento a € R, relativamente & adicao,
designa-se por simétrico e representa-se por —a. Apresenta-se agora no proximo teorema,

algumas propriedades elementares validas num anel.
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Teorema 3.1.7. Se R € um anel e a,b € R. Entao

1. 0a = a0 =0;
2. a(=b) = (—a)b = —(ab);

Demonstracao. Para demonstrar 1. note-se que, pelos axiomas R e Ro,
a0 + a0 = a(0 4 0) = a0 = 0 + a0.

Assim, usando a lei do cancelamento para o grupo aditivo (R, +), tem-se a0 = 0. De forma
andloga,

0a + 0a = (0 +0)a = 0a = 0 + Oa,

o que implica que 0a = 0. Para demonstrar a propriedade 2. recorde-se que —(ab) representa
o simétrico de ab, ou seja o elemento que adicionado a ab da o elemento neutro do anel.

Assim, para mostrar que a(—b) = —ab, dever-se-4 precisamente mostrar que
a(—b) +ab=0.
Usando a lei distributiva a esquerda
a(—=b) +ab=a(—b+b) = a0 =0,
uma vez que a0 = 0 pela propriedade 1. Analogamente,
(—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0.
O

Definicao 3.1.8. (Unidade de um anel) Seja R um anel com identidade 1. Um elemento

a € R diz-se um unidade do anel se existir b € R tal que ab = ba = 1.

Observe-se que se R # {0} é um anel com identidade 1, entdo 1 # 0 e o elemento 0 nao é
invertivel.
Se a € R é um elemento invertivel, o elemento b referido na defini¢do anterior é tinico. A

1

esse elemento dé-se o nome de inverso de a e representa-se por a” . Estabelece-se entao o

seguinte resultado:

Proposicao 3.1.9. O conjunto das unidades de um anel R ¢ um grupo multiplicativo.
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Demonstragio. Seja Up = {u € R : v ¢ uma unidade }. Tem-se Ur # ) pois a identidade do

1 1

anel ¢ um elemento de Ug. E para qualquer a € Ug, existe a~' € A tal que aa™! = a~la = 1.

D=t e a~! & invertivel. Logo a=! € Ug. Tome-se agora a,b € Ug. Entdo

Entao a = (a~
a1,b7 € Ug e, se se considerar b 1a~! € R, tem-se (ab)(b~ta™1) =1 = (b~ta=1)(ab), logo

ab € Ur. Assim Upg é grupo. O

3.1.2 Divisores de Zero num Anel
Seja R um anel. Suponha-se a € R\{0}.

Definicao 3.1.10. Se existir b # 0 tal que ab = 0 diz-se que a é um divisor de zero &

esquerda.
Definicao 3.1.11. Se existir b # 0 tal que ba = 0 diz-se que a € um divisor de zero a direita.

Definicao 3.1.12. Se existir b # 0 tal que ab = 0 ou ba = 0 diz-se que a é um divisor de

ZET0.

Observe-se que se R é comutativo um divisor de zero & esquerda coincide com um divisor

de zero a direita.

Proposicao 3.1.13. Seja R um anel e a um elemento invertivel em R. Entao a nao é um

divisor de zero.

Demonstragao. Suponha-se que a € R\{0} é¢ um divisor de zero. Entao existe b € R\{0} tal
que ab = 0 ou ba = 0. Suponha-se que ab = 0. Como a segunda operacao no anel estd bem
definida, entdo a~'(ab) = a~10. Da igualdade anterior resulta que b = 0 o que & absurdo. Se

ba = 0 as conclusoes seriam as mesmas. Assim ¢ ndo é um divisor de zero. O

Proposicao 3.1.14. Seja R um anel. Entao sao equivalentes:

1. R admite a lei do corte;

2. R nao tem divisores de zero.

Demonstra¢ao. Suponha-se que R admite a lei do corte e que ab = 0 para alguns a,b € R.
Dever-se-a4 mostrar que a = 0 ou b = 0. Se a # 0, entdo ab = a0 implica que b = 0 pelas leis
de cancelamento. Analogamente, b # 0 implica que a = 0. Assim, se em R é valida a lei do
corte entao nao existem divisores de zero. Reciprocamente suponha-se que em R nao existem

divisores de zero e suponha-se que

ab—ac=a(b—c)=0.
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Como a # 0 e como em R nao existem divisores de zero, tem-se b — ¢ = 0 e portanto

b = c. Um argumento semelhante mostra que se ba = ca com a # 0 entdo b = c. U

Definicao 3.1.15. (Dominio de integridade) Chama-se dominio de integridade ou apenas

dominio a um anel comutativo com identidade 1 # 0 e sem divisores de zero.

Exemplo 3.1.16. Embora Zs seja um dominio de integridade, no anel My(Zs) existem di-

1
wsores de zero. Repara-se por exemplo que ¢ um divisor de zero pois
0
10 00| 00
00 10 00

Defini¢ao 3.1.17. Chama-se corpo a todo o dominio (R,+,.) tal que todo o elemento de
(R\{0},.) € invertivel.

Teorema 3.1.18. Todo o dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstra¢ao. Sejam 1,0, ay,...,a, todos os elementos dum dominio de integridade D.

Ir-se-4 mostrar que para a € D com a # 0, existe b € D tal que ab = 1. Considere-se
al,aaq,...,aay,.
Note-se que todos estes elementos sao distintos, de facto se,
aa; = aaj,

com i,j € {1,...,n},i # j, entdo, pelas leis de cancelamento, a; = a; o que seria absurdo.
Mais, como D é um dominio, ndo tem divisores de zero e portanto, nenhum dos elementos
ai,...,a, € nulo. Assim, por contagem, observa-se que al,aai,...,aa, sa0 os elementos

1,a1,...,a, por alguma ordem e assim, tem-se que ou
al =1, ousejaa =1,

ou

aa; = 1, para algum 1.
Em qualquer situagao, a tem um inverso multiplicativo. O
Corolario 3.1.19. Se p ¢ primo, entdo Z, ¢ um corpo.

Demonstragao. Este resultado segue do facto de que Z, é um dominio de integridade e do

teorema anterior. O
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3.1.3 Subanéis

Definigao 3.1.20. (Subanel) Seja R um anel e A C R, A # (). Diz-se que A é um subanel

de R se for um anel para as operagoes induzidas em A pelas operacées de R.

Definigao 3.1.21. Seja R um anel. Chamam-se subanéis triviais aos subanéis R e {0}. Ao

segundo também se chama subanel nulo.

Apresenta-se de seguida uma caracterizagao para que um subconjunto nao vazio dum anel

seja um subanel.

Proposicao 3.1.22. (Caracterizagio de subanel) Seja R um anel e A C R, A # (). Diz-se

que A € um subanel de R se e s6 se para quaisquer a,b € A,a—be A eab € A.

Demonstragio. Basta ter em conta que A é subanel se e s6 se (A4, +) é subgrupo de (R, +) e

(A,.) é subsemigrupo de (R,.). O

Observacao: Nas condicoes anteriores diz-se que (A,.) é subsemigrupo de (R,.) se (A4,.)
for um grupdide associativo.

Como exemplo de aplicacao do critério anterior tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.23. Se {S;}ic; ¢ uma familia nao vazia de subanéis de um anel R, S =

Nicr Si € um subanel de R.

Demonstra¢ao. Exercicio. O

3.1.4 Homomorfismos de Anéis

Definicao 3.1.24. Sejam A, B dois anéis. Uma aplicagdo f : A — B diz-se um homomor-
fismo de anéis se para todos a,b € A, f(a+b) = f(a)+ f(b) e f(ab) = f(a)f(D).

Um homomorfismo injectivo (respectivamente sobrejectivo, bijectivo) chama-se um mono-
morfismo (respectivamente epimorfismo, isomorfismo). No caso em que B = A diz-se que se
trata dum endomorfismo. Um endomorfismo que seja simultaneamente isomorfismo toma o

nome de automorfismo.

Exemplo 3.1.25. Se A e B sao anéis, a aplicagao f : A — B tal que a todo x € A, faz

corresponder f(x) =0 é wum homomorfismo a que se chama homomorfismo nulo.

Exemplo 3.1.26. A aplicagao f : Z — Zy, tal que a cada x € Z, faz corresponder o classe de

equivaléncia [x]g, onde R € a relagdo de congruéncia mdédulo n, é um epimorfismo de anéis.



3.1. ANEIS E HOMOMORFISMOS 109

Exemplo 3.1.27. A aplicagao f: C — C tal que a cada complexo z € C faz corresponder o

seu conjugado € um automorfismo de anéis.

Os homomorfismos de anéis gozam de propriedades semelhantes as dos homomorfismos

de grupos.

Proposicao 3.1.28. A composi¢io de dois homomorfismos (respectivamente monomorfis-
mos,epimorfismos, isomorfismos) de anéis é um homomorfismo (respectivamente monomor-

fismo,epimorfismo, isomorfismo) de anéis.

Proposicao 3.1.29. Sejam A e B dois anéis, B # {0} e¢ f : A — B um homomorfismo de

anéis. Denote-se por 04 e Op o0s zeros de A e B respectivamente. Entdo

1. f(0a )= 0p;

2. Para todo a € A, f(—a) = f(a);

3. Se f € um epimorfismo ¢ 1 € A € a identidade de A, entdo

f(1) # 0p € a identidade de B;

4. Se S € um subanel de A, entao f(S) é um subanel de B;

5. Se S" € um subanel de B entdo f~1(S") ¢ um subanel de A.
Demonstragao. 1. e 2. resultam directamente do facto de que (A4,+) é grupo. As out-
ras alineas provam-se directamente a partir das defini¢coes. Prove-se entao 3. Seja b € B.
Verifique-se que

()b = bf(1) = b.

Como f é um epimorfismo e b € B, existe a € A tal que b = f(a). Assim,

fWb=f1)f(a) = f(1a),

porque f é um epimorfismo. Mas f(la) = f(a) pois 1 é a identidade de A. Provou-se entao
que f(1)b = f(a) = b. Analogamente se prova que bf(1) = b o que garante que f(1) # Op
¢ a identidade de B. Demonstre-se agora 4. Como S é um subanel de A, ja se provou
anteriormente que, considerando o grupo aditivo (S, +), o conjunto (f(S),+’) é um subgrupo

de (B,+'). Se f(s1) e f(s2) sao elementos de f(S), entdo, porque f é um homomorfismo,

f(s1)f(s2) = f(s182) € f(95).

Assim, f(s1)f(s2) € f(S) e portanto f(S) é fechado para a multiplicacao. Consequentemente
f(S) ¢ um subanel de B. Demonstre-se agora 5. Como S’ ¢ um subanel de B, entdo,

(f71(S"),+) & um subgrupo de (A, +). Sejam a,b € f~1(S’). Tem-se f(a), f(b) € S’. Entdo

f(ab) = f(a)f(b).
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Como, f(a)f(b) € ', entdo ab € f~1(S5") e portanto f~1(S’) é fechado para a multipli-

cacdo e portanto € um subanel de A. O

3.1.5 Nicleo de um homomorfismo de anéis

Definicao 3.1.30. (Nicleo de um homomorfismo de anéis) Sejam A, B dois anéis e f: A —

B um homomorfismo de anéis. Chama-se Nicleo de f ao conjunto
Nuc(f) ={z € A: f(z) =0} = f~'({05})

Note-se que o nucleo do homomorfismo referido é o mesmo nucleo do homomorfismo entre
os grupos (A,+) e (B,+') assim, os resultados obtidos nesta secgdo serdo semelhante aos

resultados obtidos na seccao "Topicos sobre Teoria de Grupos".

Teorema 3.1.31. Sejam f: A — B um homomorfismo de anéis e H = Nuc(f). Seja a € A.
Entio f~'({(a)}) =a+H = H+a, onde a+ H = H +a ¢ a classe lateral a esquerda de G

que contém a do grupo aditivo abeliano (H,+).

Corolario 3.1.32. Um homomorfismo de anéis f : A — B € uma aplicag¢ao injectiva se e sé

se Nuc(f) ={0}.

O proximo teorema diz que a todo o anel sem identidade se pode associar um anel com

identidade.

Teorema 3.1.33. Seja R um anel sem identidade. Eziste um anel com identidade R que

contém um subanel isomorfo a R.

Demonstragao. Passol: Considere-se o produto cartesiano R’ = R x Z. Defina-se em R’ as
operagoes
V(a,m), (b,n) € R,
(a,m) + (b,n) = (a +b,m +n)

(a,m)(b,n) = (ab+ na + mb,mn).

O conjunto R’ com estas operagdes ¢ um anel com identidade.(Mostre!)
Passo 2. O conjunto R x {0}¢ um subanel de R'. (Mostre!)
Passo 3. R x {0} é isomorfo a R. O
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3.1.6 Anel Cociente

Teorema 3.1.34. Seja f : R — R’ wm homomorfismo de anéis de nicleo H, ou seja

Nuc(f) = H. Entao R/H é um anel para as operagoes
(a+H)+(b+H) =(a+b)+H
(a+H)b+H) = (ab) + H.
Mais, a funcao pu: R/H — f(R) definida por p(a+ H) = f(a) é um isomorfismo.

Demonstrag¢io. A demonstracao da parte aditiva ja estd feita. Vamos mostrar agora que o
produto anterior nao depende dos representantes escolhidos para as classes laterais. Sejam

entao a’ € a+ H, V' € b+ H. Ir-se-4 mostrar que o'’ € ab+ H. Tem-se entao
a’ =a+ hy,hy € H,

b/:b—l—hQ,hQEH.

Assim, a'b' = ab + ahy + h1b + hihg. Observe-se que ahs € H pois f(ahs) = f(a)f(he) =0,
onde 0/ denota o elemento neutro de R’. Analogamente pode ser provado que hib € H
e claramente hihy € H. Assim, a’b' € ab+ H. Para mostrar que R/H é um anel resta
provar que as propriedades associativa para a multiplicacdo e distributiva da multiplicacao
em relacao a adigao sao verificadas (exercicio).

Ja se provou num teorema anterior que a aplicacao p estd bem definida e é uma bijecgao.

Resta provar que:
ulla+ H)(b+ H)] = plab+ H) = f(ab) = f(a)f(b) = p(a+ H)u(b+ H).
O

Observe-se que o teorema anterior estd demonstrado para o caso em que H = Nuc(f).
Resta agora caracterizar os subanéis dum anel R para os quais a operacao multiplicagao

definida no teorema anterior esta bem definida.

Teorema 3.1.35. Seja H um subanel dum anel R. A multiplicagao de classes laterais de R

em relagao a H definida no teorema anterior estd bem definida pela igualdade
(a+H)b+ H) = (ab) + H,

se e s6 se ah € H e hb € H para quaisquer a,b € R e h € H.
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Demonstra¢ao. Suponha-se em primeiro lugar que ah € H e hb € H para quaisquer a,b € R
ehe€ H. Sejama’ € a+H el € b+ H. Tem-se a'’ = ab+ahy+h1b+hihs. Ora por hipotese
ahg, hib,hihy € H. Assim, a’b’ € ab + H. Reciprocamente, suponha-se que a multiplicagao

anterior estd bem definida. Seja a € R e considere-se o produto das classes laterais
(a+ H)H.
Sejaaca+ H e0e€ H. Entao
(a+H)H=a0+H=0+H = H.

Por outro lado, para qualquer h € H, ah € ah + H = (a + H)H = H e portanto
ah € H. Um argumento semelhante considerando o produto H (b + H) mostra que hb € H
para qualquer h € H. O

3.1.7 Exercicios
1. Sejam A e B dois anéis.

1.1. Prove que o terno (A x B,+,.) ¢ um anel com as opera¢oes definidas do seguinte

modo, para todo o (a,b),(a’,b') € A x B,

(a,b) + (a/,b') = (a+ad,b+1¥)
(a,b).(a’,b') = (ad,bb).

Este anel designa-se por anel produto.
1.2. Estude em que condicoes o anel produto é comutativo e possui elemento identidade.

1.3. Se A e B sao dominios de integridade, serd que A x B é também um dominio de
integridade?
1.4. Seja A = {0,1} um dominio de integridade com dois elementos e seja A™ o anel

produto de n anéis A.

1. Determine todos os divisores de zero de A™.

ii. Mostre que todo o elemento de A™ é idempotente.

2. Verifique se o conjunto indicado é um subanel do anel dado:

2.1. O conjunto dos reais da forma a 4 bv/2, com a,b € N em (R, +,.).

2.2. O conjunto dos complexos da forma a + bi, com a,b € Z em (C,+,.).



3.2. IDEAIS DE UM ANEL 113

3. Seja A um anel comutativo. Prove que:

3.1. Para cada elemento a € A, a fungao

T, A — A

xr — m(z) =ax
¢ um endomorfismo do grupo aditivo de A.
3.2. m, ¢ injectiva se e s6 se a ndao é um divisor de zero ( suponha a # 0).
3.3. Se A tem elemento identidade entao m, € sobrejectiva se e s6 se a é invertivel.

3.4. B ={m, : a € A} munido com as operagoes

(7 +mp)(x) = ma(z) +mp(x)Ve e A

Tq-Tpy = TqgOTyp

é um anel.

3.2 Ideais de um Anel

Na teoria de grupos mostrou-se que os subgrupos normais eram precisamente o tipo de sub-
estrutura de grupos necessaria para se obter um grupo cociente com uma operagao bem
definida. O ultimo teorema da seccao anterior mostra que em teoria de anéis uma subestru-
tura andloga deverd ser um subanel I dum anel R tal que al C I e Ib C I, para quaisquer
a,b € R. Observe-se que o anterior é equivalente a dizer que para todoa € Rex € I,ax € 1

e za € I. Segue-se entdao a proxima defini¢ao.

Definigao 3.2.1. Seja R um anel e I C R, I # &. Diz-se que I é um ideal de

R se e so se I € um subanel de R e, para todoa € Rex € [,ar € [ e xza € 1.
Exemplo 3.2.2. Se R ¢ um anel, {0} e R sao ideais. A {0} também se chama ideal nulo.
Exemplo 3.2.3. Para qualquer inteiro n € Z, o conjunto nZ = {nz,z € Z} é um ideal de 7.

Exemplo 3.2.4. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entao Nuc(f) é um ideal de
A.
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Demonstragao. Prove-se apenas que para todo a € A e x € Nuc(f), ax € Nuc(f) e za €
Nuc(f). Para que ax € Nuc(f) dever-se-a ter f(ax) = 0p. Mas f(az) = f(a)f(x), porque f

¢ um homomorfismo de anéis. Mas = € Nuc(f). Entao

flaz) = f(a)f(z) = f(a)0p = 0.
O

Exemplo 3.2.5. No conjunto de todas as fungdes reais de varidvel real, F, o subanel C
formado todas as funcoes constantes nao é um ideal de F. De facto, o produto da fungio

sinx pela fungao constante 2 € a fungdo 2sinx.

Teorema 3.2.6. Seja I um ideal dum anel R. Entao o conjunto R/I ={a+1,a € R} ¢é um

anel para as operagoes:

(a+ D)+ b+1)=(a+b)+1,
(a+1)b+1)=(ab)+ 1.
Demonstragao. Exercicio. O
Definicao 3.2.7. Ao anel do teorema anterior chama-se anel cociente de R mddulo I.

Todo o anel R tem dois ideais {0} e o proprio R. Esses ideais sdo chamados ideais
improprios ou triviais. O anel cociente R/R tem apenas um elemento e, R/{0} ¢ isomorfo
a R. Os casos referidos nao tém grande interesse para o nosso estudo assim, interessa-nos

apenas os ideais I de R tal que I # R e I # {0}.

Teorema 3.2.8. Se R ¢ um anel com identidade, e I € um ideal de R que contém a identidade,

entao I = R.

Demonstragao. Seja I um ideal de R e suponha-se que 1 € I. Claramente I C R. Sejar € R.
Entao r =171, mas 1 € [ logo r € 1. O

Teorema 3.2.9. Nas condicoes do teorema anterior, se I contém uma unidade de R entao

I=R.

Demonstrac¢io. Seja u uma unidade de R tal que u € I. Entdo 1 = uu~! € I. Pelo Teorema

3.2.8, I = R. O

Teorema 3.2.10. Um corpo K nao contém ideais proprios.
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Demonstragao. Seja I # {0} um ideal de K. Seja x € K, tal que x # 0. Como K é um
corpo, x € uma unidade de K. Pelo Teorema 3.2.9, I = K. U

Definicao 3.2.11. Um anel diz-se simples se nao tem ideais proprios.

Assim, o teorema anterior garante que um corpo é um anel simples.

3.2.1 Teorema Fundamental do Homomorfismo

Proposicao 3.2.12. Seja f : R — R’ um homomorfismo de anéis e seja I um ideal de R.
Entdio f(R) ¢ um ideal de f(R). Mais, se I' é um ideal de R ou de f(R) entio f~1(I') ¢ um
tdeal de R.

Demonstra¢ao. Exercicio. O

Teorema 3.2.13. Seja I um ideal dum anel R. Entao v : R — R/I dada por v(x) =x+ I

€ um homomorfismo de anéis cujo nicleo € I.

Demonstrag¢ao. A parte aditiva ja foi demonstrada anteriormente. Sejam entao x,y € R tais
que

Y(zy) = (zy) + I = (. + )y + 1) = v(2)7(y).

O

Teorema 3.2.14. (Teorema Fundamental do Homomorfismo) Seja f : R — R’ um homo-

morfismo de anéis de nicleo I. Entao R/I ¢é isomorfo a f(R)

Demonstragao. Seja f*: R/I — f(R) dada por f*(z+ 1) = f(z). A aplicacao anterior é um

isomorfismo de anéis. O

Exercicio 3.2.15. Seja A um anel comutativo com identidade e, para cada a € A, seja o

conjunto

aA = {ar:x € A}.
a. Defina ideal de A.

Resposta: Seja I um subconjunto nao vazio de A. Diz-se que I é um ideal de A se I for
um subanel de A e, se para qualquer a € A e b € I se tem ab,ba € I. Note-se que, neste caso

particular, como A é anel comutativo basta considerar ab € I.
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b. Mostre que aA é um ideal de A.

Resposta: Observe-se que aA # (), pois, O4 = aO4 € aA, onde O 4 representa o zero do
anel A. aA C A. De facto, dado y € aA, y =ax, x € A. Mas,a € Aex € A. Logoyec A
porque (A,.) é um grupoide.

Sejam agora z,t € aA. Vamos ver que z —t € aA e 2zt € aA. De facto,

z=ax,x € A

t=uay,y € A.

Tem-se entao:

z—t=ar—ay=a(xr—y),
pela distributividade vélida no anel. Logo,
z —1=aw,

onde w =z —y € A porque (A, +) é grupo.

Analogamente se mostra que zt € aA. De facto,
zt = axay = a(zay) = ar,

onde r = zay € A porque (A4,.) é grupoide.

Provou-se que aA é um subanel de A, ou seja:
Vz,t € aA,z —t € aA, zt € aA.
Seja agora k € aA e b € A. Tem-se
k=ax,z € A.

Ora bk = b(ax) = a(bx), uma vez que o anel A é comutativo. Note-se que também se
usou a associatividade.
Assim, bk = as, onde s = bz € A pois (A4, .) é um grupoide e portanto bk € aA. Observe-se

que bk = kb pois 0 anel A é comutativo. Assim, provou-se:

Vb e A Vk € aA,bk € aA e kb € aA.

c. a € aA.
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Resposta: Como A tem identidade e, a = ae. Logo a € aA.

d. Se I é¢ um ideal de A tal que a € I, entdao aA C I.
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Resposta: Sejay € aA. Tem-se y = ax,xr € A. Masa € [ e, como [ éideal, y = ax € I.

Logo, provou-se a inclusao dos conjuntos.

Viu-se atras que um anel sem identidade se pode estender a um anel com identidade.

Coloca-se a seguinte questao:

Serd que é possivel fazer uma extensao de um dominio por forma a que nessa extensao

todos os elementos nao nulos tenham inverso?

Se o dominio for finito viu-se que este é corpo. Assim, no caso finito a resposta é afirmativa,

o proprio dominio em consideracao ¢ um corpo. Ora, mesmo no caso infinito a resposta é

afirmativa. Apresenta-se entao o corpo dos cocientes.

Teorema 3.2.16. Seja D um domino de integridade. Entao existe um corpo QQ que contém

um subdominio Q' isomorfo a D.

Demonstragao. Considere-se o produto cartesiano D x D\{0}. e, defina-se nesse conjunto a

seguinte relagdo de equivaléncia:

¥ (a,b), (c,d) € D x D\{0} ,
(a,b)R(c,d) < ad = be.

Verifica-se facilmente que R é uma relagao de equivaléncia.

Considere-se o conjunto cociente (D x D\{0})/R e, designe-se para todo (a,b) € D x

D\{0}7 [(a7 b)]R por %7 ou seja,
5 = {(e.y) € Dx D\{0} : (. D)R(z,y)},

={(z,y) € D x D\{0} : ay = bz}.

SalliS!

Defina-se em (D x D\{0})/R as operagoes:
V4.5 € (D x D\{(O})/R,

g+£_ad+bc
b d  bd
a ¢ _ac
b d bd

Prove-se apenas a consisténcia da operagao +. De facto, sejam 7,

elementos arbitrarios, se

d

¢ € (D x D\{0})/R
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a a/ c c/ / /

a
s vNaT T v T daT v T

ora, o anterior ainda é equivalente a:
a d ¢ ad+bc dd +bd

b v d d bd | vd

que por sua vez ainda é equivalente a provar que:

(a,b)R(d',b") A (¢, d)R(¢,d') = (ad + be,bd)R(d'd' + b, b'd').

Ora,
(ad + be,bd)R(a'd + V', b'd") <= (ad + be)b'd = bd(d'd' +b'c).

Assim,

(ad +be)b'd = (ad)b'd + (be)b/d', pela distributividade
= (ab')dd' + (ed )b, pela comutatividade e associtividade de -,
= ba'dd + dc'bl’, por hipotese,

= bd(d'd + V'), pela distributividade.
Designe-se por @ = (D x D\{0})/R munido das operagoes + e - definidas anteriormente.
A estrutura (@, +, -) ¢ um corpo (Prove!) onde % , € 0 seu zero e identidade 1 = % Note-se
a a

ainda que —§ = 3%, para qualquer ¢ € Q e, para qualquer ¢ € Q\{0}, (% )yl = g. Para

terminar a demonstragao considere-se agora que o conjunto
a
Ql = {I, a € D}
O conjunto anterior ¢ um dominio de integridade (justifique!). Por outro lado a aplicacao
f:D — Q'
a —  fla) =1
¢ um isomorfismo entre os anéis indicados.
Claramente é sobrejectiva, pois
f(D) = A{f(z),x € D}, por defini¢ao de conjunto imagem,
= {f,a € D}, por defini¢ao de f.

Mais, para quaisquer a,a’ € D,

/ /
fla+d) = ata z%—k

1 — f(a) + £(a))

—| 8
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n_od_ad_ /
flad) = % = 35 = f(a) (@),
por definicao de soma e produto em @’ e por definicao de f. O

O corpo @ acabado de construir é conhecido por corpo das fraccoes de D ou corpo dos

cocientes de D.

Exemplo 3.2.17. Se o dominio anterior for o dominio Z, o corpo das frac¢oes de 7 € o

corpo Q dos nimeros racionais.

Retome-se agora a defini¢ao de ideal.

3.2.2 Ideal Gerado por um Conjunto. Ideal Principal

Sejam R um anel e Mum subconjunto arbitrario de R.

Definicao 3.2.18. Chama-se ideal gerado por M a intersec¢ao de todos os ideais que contém

M e denota-se por < M >.

Note-se que existem sempre ideais que contém M, por exemplo o proprio R. O ideal
< M > é o mais “pequeno” ideal que contém M, ou seja, se existir um ideal I de R tal que
M C I entao < M >C I. Convenciona-se que < & >= {0}. Se M = {z1,x2,...,2,}, 0 ideal

gerado por M representa-se por < xy,xg,...,Ty >.

Definicao 3.2.19. Chama-se ideal principal de R a uwm ideal gerado por um soé elemento e

denota-se por < x >, onde x € R.

3.2.3 Estrutura de um Ideal Principal

Considere-se < x >, onde x € R. Como < z > é um ideal, da definicao resulta que < =z >
¢ um grupo aditivo e que x €< x >. Assim, nz €< x >, com n € Z. Recorde-se que
nx =x+---+x, com n parcelas, 0x =0 e (—n)z = —(z + --- + x). Como < x > é fechado

para a multiplicacao definida em R,
xr---r=2" < > VYmeZ.
Pertencem ainda a < x > todos os elementos da forma,

rT, xS € PIrq,
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para quaisquer r,s,q € R. A soma dos elementos referidos pertencem igualmente a < x >.

Assim pode dizer-se que pertencem a < x > todos os elementos da forma:
nx + 2™ 4+ rx + xs + pxq, (3.1)

comn € Z,m € Z", p,qg € R. Analisando com um pouco mais de aten¢do 3.1 pode
observar-se que a parcela '™ pode ser suprimida.

De facto,
sem=1nr+z=(n+1)z, ( B)

sem > 2,2™ =2 g,

re+a™=(r+a2™ e =1z (0)

com 7’ =r 4+ 2™ ! € R. A estrutura bésica dos elementos de < x > é pois,
nx +rr + rs + prq, (D)

Claro que sao igualmente elementos de < x > os elementos da forma

t
nr +re+ rs+ Zpimqi (E)
i=1

comn € Z,r,s,pi,q; € R, t>1eonde o somatorio que aparece na expressao tem um nimero
finito de termos.
Resolva agora os seguintes exercicios:
t
e Mostre que o conjunto T = {nz + rz + xs + Y _pixq;, n € Z,r,5,p;,¢; € R, t > 1}, &
um ideal e que é exactamente igual a < x >. =
e Mostre que se R é comutativo entdo a estrutura dos elementos de < z > reduz-se a

nr+1r'z,n € Z,r" € R.

e Mostre que se R é comutativo com identidade entao a estrutura dos elementos de < x >

reduz-se a azr,a € R.

Se R é um anel comutativo com identidade denota-se < > por Rz. No entanto, se R
é apenas comutativo Rz = {rz,r € R} é um ideal de R mas ndo podemos garantir que seja

< x >, para tal, basta que nao exista nenhum elemento u € R, tal que zu = .
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Exemplo 3.2.20. Seja R = 27 munido com as operagoes usuais de adi¢do e multiplica¢ao

de inteiros. O conjunto 27, é um anel comutativo sem identidade. Para x = 4,

<4d>={nd+rd,neZ,re R}

R4 = {r4,r € R} = {0,48,+16,... } = 8Z.

Tem-se < 4 ># R4. Ir-se-4 mostrar agora que todo o ideal de Z é principal.
é sabido que os multiplos de um inteiro p constituem um ideal de Z. Ir-se-4 mostrar que

todo o ideal de Z é gerado por algum inteiro p.
Teorema 3.2.21. Todo o ideal de 7 ¢ principal.

Demonstrag¢ao. Seja J um ideal de Z. Ir-se-4 mostrar J =< p >, para algum p € Z. Se
J = {0}, ou J = Z, o resultado ¢é imediato (tem-se respectivamente p = 0 e p = 1). Suponha-
se que J # {0} e J # Z. Entéo existe x € J, tal © # 0. Se z € J entdo, também —x € J
e,oux € ZTou —x € Z". Assim, pertence a J pelo menos um elemento de Z que é inteiro
positivo. Seja

n =min{z € Z* : x € J}.

Prove-se que J = nZ. Da defini¢ao de ideal resulta imediatamente que nZ CJ. Suponha-
se que a inclusdo contraria nao é verificada. Isto é, existe a € J tal que a ndo é miultiplo de
n. Entao existem ¢, € Z, com 0 < r < n tais que a = ng+r. Como a,nqg € J e r =a —ngq,

entao r € J, o que é absurdo, uma vez que 0 < r < n. O

3.2.4 Ideais Primos e Ideais Maximais

Seja R um anel. Entdao R contém dois ideais, o ideal improprio R e o ideal trivial {0}. Para
estes ideais, os aneis cociente sao R/R e R/{0}, respectivamente. O primeiro tem apenas um

elemento e R/{0} é isomorfo a R.

Teorema 3.2.22. Se R é um anel com identidade e N € um ideal de R tal que 1 € N, entao
N = R.

Demonstrag¢ao. Seja N um ideal de R, e suponha-se que u € N para alguma unidade v € R.
Entdo da condicdo rN C N, para todo r € R tem-se que 1 = u~'u € N. Mas, entdo a
condicao rN C N, para todo r € R implica que r1 = r € N, para todo r € R e portanto
N =R. O
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Corolario 3.2.23. Um corpo F nao contém ideais proprios nao triviais.

Demonstracao. Como qualquer elemento nao nulo de um corpo é uma unidade, pelo Teorema

3.2.22, um ideal dum corpo s6 podera ser {0} ou F. O

Averigue-se seguidamente quando é que um anel cociente é um corpo ou apenas um

dominio de integridade.

Definicao 3.2.24. (Ideal Mazimal) Um ideal mazimal dum anel R é um ideal M diferente

de R e nao existe nenhum ideal proprio N de R que contenha M propriamente.

Teorema 3.2.25. Seja R um anel comutativo com identidade. Entao M € um ideal mazimal

de R se e s6 se R/M ¢é um corpo.

Demonstracao. Suponha-se que M é um ideal maximal de R. Observe-se que se R é um anel
comutativo com identidade, entdo R/M é também um anel comutativo com identidade se

M # R, o que resulta da defini¢do de ideal maximal. Seja
(a+ M) e R/M,

com a ¢ M. Ir-se-4 mostrar que a + M tem um inverso multiplicativo em R/M. Seja

N ={ra+m|re R,m e M}.
Entao, (N,4+) é um grupo para a operagao
(ria+mq) + (rea +mg) = (r1 +1r2)a + (mq + ma).
De facto, o resultado da operacao pertence a NV,

0=10a+0,

—(ra+m) = (—-r)a+ (—m).

Considere-se agora

ri(ra+m) = (rir)a + rim.

Claramente

ri(ra4+m) € N,
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para r; € R e, como R é um anel comutativo,
(ra+m)ry € N.

Assim, N é um ideal. Mas,

a=1la—+0,

o que mostra que a € N, e para m € M,
m = Oa + 0,

e portanto M C N. Assim, NV é um ideal de R que contém M propriamente, uma vez que
a€ Nea¢ M. Como M é maximal dever-se-a ter N = R. Em particular 1 € N. Entao,

por definicao de N, existe b € R e m € M tal que 1 = ba + m. Assim,
1+M=ba+ M= (b+ M)(a+ M),

e portanto, b + M ¢é o inverso multiplicativo de a + M. Reciprocamente, suponha-se que
R/M é um corpo. Observe-se que se N é um ideal qualquer de R tal que M C N C Re v
¢ 0 homomorfismo canoénico de R em R/M, entao y(N) é um ideal de R/M e {(04+ M)} C
~v(N) C R/M. Mas, pelo Corolario 3.2.23, um corpo nao contém ideais proprios nao triviais.

Assim, se R/M é um corpo, M é maximal. O

Corolario 3.2.26. Um anel comutativo com identidade é um corpo se e s se nao tem ideais

Proprios nao triviais.

Demonstrag¢ao. Pelo Corolario 3.2.23 diz-nos que um corpo nao contém ideais proprios nao
triviais. Reciprocamente, se um anel comutativo R com identidade nao tem ideais proprios
nao triviais entdo {0} é um ideal maximal e R/{0}, que é isomorfo a R, é um corpo pelo

Teorema 3.2.25. O

Definigao 3.2.27. Seja R um anel comutativo. Um ideal N # R de R é um ideal primo se
para a,b € R sempre que ab € N entao a € N ou b € N.

Exemplo 3.2.28. Observe-se que 7 x {0} € um ideal primo de Z x Z. De facto, para
(a,b),(c,d) € Z X Z tais que (a,b)(c,d) € Z x {0} entdo bd € Z. Assim, b € Z e portanto
(a,b) € Zx {0} oud €Z e (c,d) € Z x {0}.

Teorema 3.2.29. Seja R um anel comutativo com identidade e seja N # R um ideal de R.

Entao R/N é um dominio de integridade se e sé se N é um ideal primo de R.
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Corolario 3.2.30. Todo o ideal mazimal num anel comutativo R com identidade ¢ um ideal

primo.

Demonstrag¢ao. Se M é maximal em R, entdo R/M é um corpo e portanto um dominio de

integridade. Assim, pelo Teorema 3.2.29, M é um ideal primo. U

3.2.5 Exercicios
1. Seja A um anel comutativo e a € A.
1.1. Mostre que o conjunto
I,={x € A:za=0}
é um ideal de A. Diga em que condigoes se tem I, # {0}.

1.2. Seja P uma parte de A. Mostre que J(P) ={x € A:Va € P,xa =0} é um ideal
de A e que

Diga em que condigoes se tem J(P) # {0}.

2. Seja A o seguinte conjunto de matrizes:

a b
A= ta,be’Z
b «a

2.1. Mostre que (A, +, X) é um anel para as operagoes de adigdo e multiplicacao usuais

de matrizes.
2.2. Averigue se o anel é comutativo e se tem elemento identidade.
2.3. Determine o conjunto das unidades de A e o conjunto dos divisores de zero.

2.4. Considere as aplicacoes

o — 7
a b
— a-+b
b «a
v: A - 7
a b
— a—2>b
a




3.2. IDEAIS DE UM ANEL 125

i. Mostre que o e v s230 homomorfismos de anéis. Determine ker o, ker v, o(A) e
v(A).
ii. Seja p um inteiro e Jj, o conjunto das matrizes M € A tais que o (M) é divisivel

por p. Mostre que J, ¢ um ideal de A e que J, D kero.

3. Seja f: A — A’ um homomorfismo de anéis. Prove que a imagem reciproca por f de

um ideal de A’ é um ideal de A.

4. Seja

¢: F(R) » RxR
f — (£(0), f(1))

onde F(R) é o conjunto das fungoes reais de variavel real.

4.1. Prove que ¢ é um epimorfismo de anéis.
4.2. Justifique que o conjunto das fun¢oes reais de varidvel real cujo grafico passa pelos
pontos (0,0) e (1,0) é um ideal de F(R).

5. Seja A um anel comutativo tal que, para todo a € A,2a = 0.

5.1. Mostre que, para todos z,y € A, (z +y)? = 2% + 3.
5.2. Conclua que a funcdo h: A — A, x — 22, ¢ um endomorfismo de A.
5.3. Sejam J = {x € A|z? =0} e B = {2%|z € A}. Mostre que:

i. J & um ideal de A.

ii. B é um subanel. de A.

6. Seja I um ideal de A. Chama-se radical de I ao conjunto /I = {a € Ala" € I, para

algum n € N}. Se A é comutativo, mostre que:

6.1. /I é um ideal de A que contém 1.
6.2. Se I C J, entdo VI C v/ J.
6.3. VVI=+I

7. Sejam I, J ideais de A. Mostre que se I NJ = {0}, entao ij = 0 para todos i € I e
jed.
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8. Se j& A um anel. Prove que:

8.1. Para todo a € A, as fungées ¢, : A — A,x —> ax,e §, : A — A,z — zxa, sdo

endomorfismos do grupo aditivo de A.
8.2. Se a # 0, entao ¢, é injectiva se e 86 se @ nao é um divisor de zero & esquerda.
8.3. Se a # 0, entdo J, é injectiva se e s6 se a ndo é um divisor de zero a direita.

8.4. Se A é anel comutativo com identidade, entdo ¢, = §, é sobrejectiva se e so se a é
invertivel.

8.5. Sejam E = { ¢, : a € A} e D = {0, : a € A}. Mostre que E e D sao anéis
para a adi¢do ¢ + ¢ definida por (¢ 4+ ¢)(x) = ¢(x) + ¥ (x) e para a multiplicagao
o = od=1p(d(x)).

3.3 Anel de Polinémios sobre Anéis Comutativos com Identi-

dade

Nesta secgao far-se-4 um estudo sobre anéis de polinémios numa indeterminada analisando
conceitos e resultados tais como a divisibilidade e a factorizacao. Comegar-se-a por apresentar

uma defini¢do formal de polinémio numa indeterminada.

Definicao 3.3.1. Seja R um anel. Uma sucessao p = (a;)ien, de elementos de R tal que

a; = 0 a partir de certa ordem m € Ny, diz-se um polinomio.

Se p = (ai)ien, € a; = 0, para todo i € Ny, escreve-se p = 0. Pode-se escrever
( ai, as, as, ... ) em vez de (a;)ien,. Dois polinomios (a;)ien, € (b;)ien, dizem-se

iguais se e so se, para todo ¢ € Ny, a; = b;.

Definicao 3.3.2. Dado um polindmio p # 0, chama-se grau de p ao maior m € Ny tal que

am # 0.

Se p = 0 define-se grau de p como sendo —oco. Um polinémio ( a, 0, 0, ... ) diz-
se uma constante e representa-se por a. No conjunto P(R) de todos os polinémios em R,

define-se as seguintes operacoes de adi¢gao e multiplicacao:

para todos p = (a;)ien, € ¢ = (b;)ieNn,,
P+ q=(a; + bi)ieng

Pq = (¢i)ien,
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onde

C; = Z ajbk.

j+k=i
Proposicao 3.3.3. Seja R um anel (comutativo com identidade). Entao P(R) é um anel
(comutativo com identidade) e ® : R — P(R) definida por ®(a) = ( a, 0, 0, ... ),

para todo a € R é uma bijeccao de anéis.

Demonstracao. Note-se que o simétrico do polinémio ( ai, as, as, > é o polinémio
( —ay, —az, —as ... > e p =0 ¢o zero do anel P(R). O resto da demonstragao fica

ao cuidado do leitor. O

Seja A um anel com identidade. considere-se x = ( 0 .0, ..., 0, ... > Pode-

se provar facilmente que, para todo n € N,

Defina-se 1 = ( 1, 0, 0, ... ) a identidade de P(R), pode-se verificar que dado

p:(ao, ay, ..., anp, 0, 0, ... >,
p=ag+ax+agx® + - +a,2" = apz™ + -+ arx + ag.

O polinémio z (de grau 1) chama-se indeterminada sobre R. Com esta notagao, o
polinémio p poderé denotar-se por p(x). Usar-se-4 as duas notagdes sempre que isso for

necessario.

Um elemento p(z) = ag + a1x + agx? + -+ + apa™ de P(R) diz-se um polinémio na
indeterminada x com coeficientes em R. Se p(x) tem grau n > 0, ao coeficiente a,, chama-se
coeficiente director de p(z). Um polinémio diz-se monico se o seu coeficiente director é 1.

Representa-se o anel P(R), sendo R um anel comutativo com identidade, por R[x].

Exemplo 3.3.4. Seja R =17 ep:(27 -3, 0, 5, 0, 0, ... ).Entdo
p = (2, 0, 0, .. )+(o, 3.0, 0, ... )+(o, 0, 0, 5 0 )
= 2—3x+52°.

Note-se que R[zx| nao é corpo, mesmo se R for corpo. De facto, neste caso, os tnicos
elementos invertiveis de R[z] sdo os polindmios constantes ( a, 0, 0, ... ), como a # 0.

No que se segue R serd sempre um anel comutativo com identidade.
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Defini¢ao 3.3.5. Sejam R um anel comutativo com identidade e p(z) = ag + a1z + agx? +

<o+ apx™ um polindmio com coeficientes em R. a aplicagdao fp,
fp: R — R
¢ — ap+aic+ac®+ -+ apct
chama-se fungao polinomial definida por p. Para ¢ € R escreve-se p(c) em vez de fp(c).
Note-se que se p(z) = ¢ é constante, entao a fun¢do polinomial
fp: R — R
a — pla)=c

é constante. Em particular, se p(x) = 1, entao p(a) = 1, para todo a € R. Note-se ainda
que dados um anel R e polinémios p(x), ¢(x) € R[z]|, podemos ter p(z) # q(x) e fp = fq. De

facto, veja-se o exemplo:
Exemplo 3.3.6. Sejam A = Zs, p(x) =1+ e q(x) = 1 + 2. Logo p # q, mas

p - :
f : Zg — Zg fq Zg — Zg
0o — 1 e 0 — 1

1 —- 0 1 — 0

donde fp = fq.

é importante nao confundir o conjunto R[z] de todos os polindmios com coeficientes num
anel R com o conjunto de todas as fungbes polinomiais. Note-se que a natureza dos seus
elementos

é diferente.

Segue-se agora a defini¢ao de raiz de um polinémio.

Definicao 3.3.7. Sejam R um anel comutativo com identidade e p(x) € R[x]. Um elemento
a € R diz-se raiz do polindmio p se p(a) = 0, isto €, a € um zero da fungdo polinomial

fr: R = R

Teorema 3.3.8. Seja R um anel comutativo com identidade. Se a € R, a aplicacao de

substituicao
_>
_>

¢ um homomorfismo de anéis com identidade.
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Demonstracao. A demonstracao é deixada ao cuidado do aluno. O

Mais, chama-se a atencao que é tutil que o anel dos coeficientes seja comutativo com
identidade. Viu-se que a identidade é necessaria para definir o elemento z. Quanto ao
papel da comutatividade, ela permite definir 0 homomorfismo de substituicdo para qualquer
elemento de R. Como exemplo, suponha-se que R nao era comutativo, e tomem-se dois

elementos a,b € R, e considere-se o polinémio

(z —a)(x —b) =22 — (a+ b)x + ab.

Se agora substituirmos z por a, viria, na igualdade anterior, 0 = ab—ba. é por causa deste
tipo de problemas que, em anéis nao comutativos, s6 se define homomorfismo de substituicao
para elementos do centro do anel, isto é, para elementos que comutem com todos os elementos

de R.

Teorema 3.3.9. Seja R um anel comutativo com identidade. Entao R[z] é um anel comu-

tativo com identidade. Se R é dominio de integridade entao R[x] também o é.

Demonstrag¢ao. Demonstre-se apenas que se R nao tem divisores de zero entdo R[z| também
nao tem. Suponha-se entdao que R é um dominio de integridade. Sejam p(z) = apa™ + -+ +
a1x +ag # 0 e q(x) = bypa™ + by_12™ L+ - + b + by # 0, com grau p(xr) = n e grau
q(z) = m. Entao a,, b, #0e

p(2)q(x) = apbpa™ ™ + -+ + (agb1 + arbo)x 4 agbo.

Como R nao tem divisores de zero , obtém-se a, b, # 0 e, portanto, p(z)q(x) # 0. Logo R[z]

nao tem divisores de zero. O

Corolario 3.3.10. Se R ¢ um dominio de integridade e p(x),q(x) € R[x]\{0} tém grau n e

m respectivamente, entao p(x)q(x) tem grau n + m.
De um modo geral, se R é um anel arbitrario, dados p(z), ¢(x) € R[z]| tem-se
grau (p(z) + q(z)) < max{grau p(z), grau q(z)},

grau (p(x)q(z)) < grau p(x) + grau q(x).

Recorde-se que o grau do polinémio nulo foi definido com sendo —oo, assim, o corolario

anterior faz sentido mesmo quando p ou ¢ s&o polinémios nulos.
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3.3.1 Divisibilidade

Nesta subseccao vamos demonstrar que no anel dos polinémios com coeficientes num corpo é

véalido um algoritmo de divisao muito semelhante ao que é vélido nos inteiros.

Lema 3.3.11. Sejam f,g € R[x], f,g # 0. Se o coeficiente director de f, ou o de g, for uma
unidade, entio fg#0 e grau (fg) = grau (f) + grau(g).

Teorema 3.3.12. Sejam R um anel e f,g € R[z]|. Suponha-se que f # 0 e que o coeficiente
director de f é uma unidade de R. Entao existem q,r € R[z], univocamente definidos, tais

que

g=qf+regraur <grau f.

Demonstracao. Se grau g < grau f, entdo g = 0f 4+ g é uma decomposicdo nas condicoes
pretendidas. Sendo, tome-se m = grau g > n = grauf e usa-se agora indugao em m. Seja
flx) =uz™ +ax™ '+ e g(x) =bx™ +cx™ ! + .- onde u é uma unidade, por hipotese,

e b # 0. Considere-se entao o polinémio
bu_lmm_"f
o multiplo de f que subtraido a g lhe fard diminuir o grau. Temos entao,

g = g—bulamnf
= (ba™ +ca™ ) —bu e (ua™ a4 )
= 02+ (c—buta)a™ L 4.
Tem-se entao que grau g1 < grau g, portanto, por indugao, existem ¢ e r tais que g; = q1 f+r,

com grau r < grau f. Assim,
g=g1+bu " = (g +buT 2T f 4

Pondo ¢ = ¢; +bu"12™ ™ tem-se a existéncia da decomposicao nas condicoes pretendidas.

Resta ver a unicidade. Suponha-se entdao que
g=df+regraur <grau f.

Entdo r—1' = (¢ —q)f. Se ¢ —q # 0, entao como o coeficiente director de f é uma unidade,

(¢ — q)f # 0 pelo lema anterior, e

grau (r —r') = grau [(¢' — q)f] = grau (¢’ — q) + grau f,
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donde grau (r —r') > grau (¢ — ¢') + grau f, o que é falso. Assim, ¢ = ¢’ e portanto
r—r'=({ —qf=0er=r". O

Apresenta-se ainda o Teorema do Resto:

Teorema 3.3.13. Seja R um anel comutativo com identidade. Se f(x) € R[z] e a € R,

entao o resto da divisao de f(x) pelo polindmio x —a é f(a).

Demonstragao. Usa-se o algoritmo da divisdo em R[z] para dividir f por z — a. Repare-se

que o coeficiente director de x — a é uma unidade. Tem-se

f(@) = q(x)(z —a) + (),

com grau r < 1 = grau (x — a), ou seja, r é uma constante. Substituindo a em ambos os

polinémios, obtém-se f(a) = r, que era o pretendido. O
Como consequéncia tem-se:

Corolario 3.3.14. Se R é um anel comutativo com identidade, f(x) € R[x] e a € R, entdo

x —a dwide f(x) se e sé se f(a)=0.

Corolario 3.3.15. Sejam R um dominio de integridade e f(x) € R[z]\{0} de grau n. Entao

f(x) tem no mdzimo n raizes distintas.

3.4 Dominios de Ideais Principais e Dominios de Factorizacao
tnica

Nesta seccao ir-se-a provar que todo o dominio de ideais principais é um dominio de factor-

izagao 1nica.

Definicao 3.4.1. (Dominio de Integridade) Um dominio de integridade D é um anel comu-

tativo com identidade (1 # 0) e sem divisores de zero.
Num dominio de integridade é valida a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 3.4.2. Sejam D um dominio de integridade e a,b ,c € D, com a # 0. Entdo:
(i) Se ab = ac, entao b = c.

(i4) Se ba = ca, entao b = c.
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Seja entao D* = D\{0}, e Up o conjunto das unidades de D. Se a,b € D e a ¢ factor de
b, isto é b = ad, para algum d € D, escreve-se alb. Se aq,..., a, € D, (a1,..., a,) representa

o ideal gerado por {as,..., a,}.

Definicao 3.4.3. ( elementos associados) Sejam D um dominio de integridade e a,b € D.

Diz-se que a e b sao associados se e so se existe uw € Up tal que a = ub.

Definicao 3.4.4. (Dominio de Ideais Principais) Um dominio D é um dominio de ideais

principais se e so se todos os ideats de D sao principais.

Definigcao 3.4.5. ( Cadeia Ascendente de Ideais) Sejam R um anel, J C N e {I; :j € J}
um conjunto de ideais de R. Diz-se que {I; : j € J} € uma cadeia ascendente de ideais de R

se e s0 se para todo j € J,1; C I 1.

Proposicao 3.4.6. (Condi¢io de Cadeia Ascendente) Seja R um anel em que todo o ideal
de R € finitamente gerado. Seja {I; : j € J} wma cadeia ascendente de ideais de A. Entdo
existe v € J tal que para todo s € J, se r > r, entao I, = I.

Demonstragao. Considere-se [ = jLGJJIj. Bastara provar que I € {I; : j € J}. Prove-se que I
é um ideal de R. Sejam a,b € I elementos arbitrarios. Pela definicao de I, existem elementos
Ja,Jb € J tais que a € I, e b € I;,. Como {I; : j € J} & uma cadeia ascendente de ideais,

entao

I, € Ij, ou I, € Ij,.
Suponha-se, sem perda de generalidade, que

I, C I

b*

Entao a,b € I,. Assim, como [, ¢ um ideal, a—b,ab € I;,. Logo a—b,ab € I, o que prova que
I é um subanel de R. Seja agora a € R arbitrario. Prove-se que al C I. Seja b € I arbitrario.
Como b € I, existe j, € J tal que b € Ij,. Como I, ¢ um ideal de R, ab € I, logo ab € 1.
Entao al C I. Analogamente se prova que Ia C I logo I é um ideal de R. Como R é um
anel em que todos os ideais sao finitamente gerados, existem n € N e ay,a9,...,a, € [ tais

que I = (ay,as9,...,a,). Para qualquer i € {1,2,...,n},a; € I, logo existe o € S, tal que

ai € Iy Sejar = {max }U(i). Observe-se que qualquer que seja i € {1,2,...,n},a; € I,.
ie{l,...,n
Entao (ay,a9,...,a,) C I, C I =(aj,as,...,a,), pelo que I = I,. O

Proposicao 3.4.7. Seja D um dominio de integridade. Para quaisquer a,b € D
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(i) (a) C (b) se e so se bla.
(ii) (a) = (b) se e sd se a e b sao associados.

Demonstragao. (i). (a) C (b) se e s6 se a € (b), isto €, se e s6 se a = db, para algum d € D, ou
seja bla. (i7) Suponha-se que (a) = (b). Entao por (i), alb e bla. Portanto, existem d;,ds € D
tais que a = d1b e b = dea. Assim, a = dydaa. Observe-se que se a = 0, entdo b =0, logo a e
b sao associados.

Se a # 0, pela Proposi¢ao 3.4.2, 1 = dids. Entao, di,ds € Up. Logo a e b sao associados.
Reciprocamente, suponha-se que a e b sdo associados. Entao existe w € Up tal que a = ub e

b= u"ta. Assim, a|b e bla, por (i), (a) = (b). O

Definicao 3.4.8. (elemento irredutivel) Seja D um dominio de integridade e p € D*\Up.
Diz-se que p € um irredutivel de D se e sé se em qualquer factorizag¢ao, p = ab, a € Up ou

beUp .

Proposicao 3.4.9. Seja D um dominio de ideais principais. Para qualquer p € D, (p) é um

1deal mazimal se e s6 se p € irredutivel em D.

Demonstragao. Seja p € D arbitrario. Suponha-se que (p) é um ideal maximal. Sejam
a,b € D tais que p = ab. Entdo pela proposi¢ao 3.4.7, (p) C (a). Como (p) é um ideal
maximal entdo (p) = (a) ou (a) = (1) = D. Se (p) = (a), entdo, pela Proposicao 3.4.7 a
e p sao associados, logo b ¢ uma unidade de D. Se (a) = (1), entdo, pela Proposigao 3.4.7
1 e a sao associados, logo a é uma unidade de D. Entao, p é um elemento irredutivel em
D. Reciprocamente, suponha-se que p é um irredutivel em D. Seja I um ideal de D tal que
(p) € I. Como D é um dominio de ideais principais, entdao existe a € D tal que I = (a).
Como (p) C (a), p € (a), logo existe b € D tal que p = ab. Por hipotese, p é um irredutivel,
logo a € Up oub € Up. Se a € Up, entao (a) = D. Se b € Up, entao existe u € Up tal que

1 = ub. Observe-se que up € (p). Mas
up = u(ab) = (ub)a = la = a,

logo a € (p) e portanto (a) C (p). Provou-se entao que (a) = (p). O
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