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Introdu�
~aoEstas s~ao as notas de um mini-
urso que fui 
onvidado a dar no IMCA em novembro de 2001.Boa parte do material aqui 
ontido foi adaptado das notas dos 
ursos \Primos de Mersenne(e outros primos muito grandes)", em 
olabora�
~ao 
om Ni
olau Saldanha e \Conjuntos deCantor, Dinâmi
a e Aritm�eti
a", que dei no XXII Col�oquio Brasileiro de Matem�ati
a, em1999, e do artigo \Propriedades Estat��sti
as de Fra�
~oes Cont��nuas e Aproxima�
~oes Diofantinas",publi
ado na Revista Matem�ati
a Universit�aria.O objetivo dessas notas �e ser uma referên
ia introdut�oria sobre teoria dos n�umeros eaproxima�
~oes diofantinas, destinada a alunos de gradua�
~ao ou mestrado em matem�ati
a. Boaparte do material �e totalmente elementar, sendo a
ess��vel a bons alunos do ensino m�edio(em parti
ular aos ol��mpi
os...). Agrade�
o aos Professores Cesar Cama
ho e Roger Metzgerpelo 
onvite e a oportunidade de visitar o Peru e dar aulas sobre esse assunto t~ao fas
inante.Rio de Janeiro, 26 de outubro de 2001.
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CAP�ITULO 1Divisibilidade e Congruên
ias
Neste primeiro 
ap��tulo veremos os t�opi
os b�asi
os de teoria dos n�umeros, 
omo divisibili-dade, 
ongruên
ias e aritm�eti
a m�odulo n.1 Divis~ao eu
lidiana e o teorema fundamental daaritm�eti
aA divis~ao eu
lidiana, ou divis~ao 
om resto, �e uma das quatro opera�
~oes que toda 
rian�
a aprendena es
ola. Sua formula�
~ao pre
isa �e: dados a 2 Z, b 2 Z� existem q; r 2 Z 
om 0 � r < jbj ea = bq + r. Tais q e r est~ao uni
amente determinados e s~ao 
hamados o quo
iente e resto dadivis~ao de a por b. Se b > 0 podemos de�nir q = ba=b
 e se b < 0, q = da=be; em qualquer 
aso,r = a� bq. O resto r �e �as vezes denotado por a mod b; de�nimos a mod 0 = a. Lembramos quebx
 denota o �uni
o inteiro k tal que k � x < k+1 e dxe o �uni
o inteiro k tal que k�1 < x � k.Dados dois inteiros a e b (em geral 
om b 6= 0) dizemos que b divide a, ou que a �e umm�ultiplo de b, e es
revemos bja, se existir q 2 Z 
om a = qb. Se a 6= 0, tamb�em dizemos que b�e um divisor de a. Assim, bja se e somente se a mod b = 0.Proposi�
~ao 1.1: Dados a; b 2 Z existe um �uni
o d 2 N tal que dja, djb e, para todo 
 2 N ,se 
ja e 
jb ent~ao 
jd. Al�em disso existem x; y 2 Z 
om d = ax + by.Esse natural d �e 
hamado o m�aximo divisor 
omum, ou md
, entre a e b. Es
revemosd = md
(a; b) ou (se n~ao houver possibilidade de 
onfus~ao) d = (a; b).Dem: O 
aso a = b = 0 �e trivial (temos d = 0). Nos outros 
asos, seja I(a; b) = fax+by; x; y 2Zg e seja d = ax0 + by0 o menor elemento positivo de I(a; b). Como d 2 N� , existem q; r 2 Z
om a = dq + r e 0 � r < d. Temos r = a� dq = a(1� qx0) + b(�qy0) 2 I(a; b); 
omo r < d e7



d �e o menor elemento positivo de I(a; b), r = 0 e dja. Analogamente, djb. Suponha agora que
ja e 
jb; temos 
jax + by para quaisquer valores de x e y donde, em parti
ular, 
jd. �O algoritmo de Eu
lides para 
al
ular o md
 baseia-se nas seguintes observa�
~oes simples.Se a = bq + r, 0 � r < b, temos (
om a nota�
~ao da demonstra�
~ao a
ima) I(a; b) = I(b; r),donde (a; b) = (b; r). De�nindo a0 = a, a1 = b e an = an+1qn+2 + an+2, 0 � an+2 < an+1 (ouseja, an+2 �e o resto da divis~ao de an por an+1) temos (a; b) = (a0; a1) = (a1; a2) = (a2; a3) =� � � = (an; an+1) para qualquer valor de n. Seja N o menor natural para o qual aN+1 = 0: temos(a; b) = (aN ; 0) = aN .Lema 1.2: Se (a; b) = 1 e ajb
 ent~ao aj
.Dem: Como (a; b) = 1, existem x; y 2 Z 
om ax + by = 1, logo aj
 = a
x + b
y. �Quando (a; b) = 1 dizemos que a e b s~ao primos entre si. Um natural p > 1 �e 
hamadoprimo se os �uni
os divisores positivos de p s~ao 1 e p. Um natural n > 1 �e 
hamado 
ompostose admite outros divisores al�em de 1 e n.Claramente, se p �e primo e p - a temos (p; a) = 1. Usando o lema anterior e indu�
~ao temoso seguinte resultado:Corol�ario 1.3: Sejam p um n�umero primo e sejam a1; : : : am 2 Z. Se pja1 � � �am ent~ao pjaipara algum i, 1 � i � n.Estamos agora prontos para enun
iar e provar o teorema que diz que todo inteiro admitefatora�
~ao �uni
a 
omo produto de primos.Teorema 1.4: (Teorema fundamental da aritm�eti
a) Seja n � 2 um n�umero natural. Podemoses
rever n de uma �uni
a forma 
omo um produton = p1 � � � pmonde m � 1 �e um natural e p1 � : : : � pm s~ao primos.Dem: Mostramos a existen
ia da fatora�
~ao por indu�
~ao. Se n �e primo n~ao h�a o que provar(es
revemos m = 1, p1 = n). Se n �e 
omposto podemos es
rever n = ab, a; b 2 N , 1 < a < n,
8



1 < b < n. Por hip�otese de indu�
~ao, a e b se de
omp~oem 
omo produto de primos. Juntandoas fatora�
~oes de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatora�
~ao de n.Vamos agora mostrar a uni
idade, tamb�em por indu�
~ao. Suponha quen = p1 � � �pm = q1 � � � qm0 ;
om p1 � : : : � pm, q1 � : : : � qm0 . Como p1jq1 � � � qm0 temos p1jqi para algum valor de i, donde,
omo qi �e primo, p1 = qi e p1 � q1. Analogamente temos q1 � p1, donde p1 = q1. Mas porhip�otese de indu�
~ao n=p1 = p2 � � � pm = q2 � � � qm0admite uma �uni
a fatora�
~ao, donde m = m0 e pi = qi para todo i. �Outra forma de es
rever a fatora�
~ao �en = pe11 � � � pemm ;
om p1 < � � � < pm, ei > 0. Ainda outra formula�
~ao �e es
revern = 2e23e35e5 � � � pep � � �onde o produto �e tomado sobre todos os primos mas apenas um n�umero �nito de expoentes �emaior do que zero.Segue deste teorema o outro algoritmo 
omum para 
al
ular o md
 de dois n�umeros: fa-toramos os dois n�umeros e tomamos os fatores 
omuns 
om os menores expoentes. Este al-goritmo �e bem menos e�
iente do que o de Eu
lides para inteiros grandes (que em geral n~aosabemos fatorar) mas �e instrutivo saber que os dois algoritmos d~ao o mesmo resultado.Corol�ario 1.5: Se (a; n) = (b; n) = 1 ent~ao (ab; n) = 1.Dem: Evidente a partir do algoritmo des
rito a
ima. �Teorema 1.6: (Eu
lides) Existem in�nitos n�umeros primos.Dem: Suponha por absurdo que p1; p2; :::; pm fossem todos os primos. O n�umero N =p1�p2 � � � pm+1 > 1 n~ao seria divis��vel por nenhum primo, o que 
ontradiz o teorema fundamentalda aritm�eti
a. �9



Observe que n~ao provamos que p1 � p2 � � � pm + 1 �e primo para algum 
onjunto �nito deprimos (por exemplo, os m primeiros primos). Ali�as, 2 � 3 � 5 � 7 � 11 � 13 + 1 = 30031 = 59 � 509,2 � 3 � 5 � 7� 1 = 209 = 11 � 19, 4!+1 = 25 = 52 e 8!� 1 = 40319 = 23 � 1753 n~ao s~ao primos. N~aoexiste nenhuma f�ormula simples 
onhe
ida que gere sempre n�umeros primos. Veja a se�
~ao 3.1.2 Congruên
iasSejam a; b; n 2 Z. Dizemos que a �e 
ongruente a b m�odulo n, e es
revemos a � b (mod n), senjb� a. Como a 
ongruên
ia m�odulo 0 �e a igualdade e quaisquer inteiros s~ao 
ôngruos m�odulo1, em geral estamos interessados em n > 1.Proposi�
~ao 2.1: Para quaisquer a; a0; b; b0; 
; n 2 Z temos:(a)1. a � a (mod n);2. se a � b (mod n) ent~ao b � a (mod n);3. se a � b (mod n) e b � 
 (mod n) ent~ao a � 
 (mod n);4. se a � a0 (mod n) e b � b0 (mod n) ent~ao a+ b � a0 + b0 (mod n);5. se a � a0 (mod n) ent~ao �a � �a0 (mod n);6. se a � a0 (mod n) e b � b0 (mod n) ent~ao a � b � a0 � b0 (mod n).Dem: Para o item (a) basta observar que nja � a = 0. Em (b), se njb � a ent~ao nja � b =�(b�a). Em (
), se njb�a e nj
�b ent~ao nj
�a = (
�b)+(b�a). Em (d), se nja0�a e njb0�bent~ao nj(a0+b0)�(a+b) = (a0�a)+(b0�b). Em (e), se nja0�a ent~ao nj(�a0)�(�a) = �(a0�a).Em (f), se nja0 � a e njb0 � b ent~ao nja0b0 � ab = a0(b0 � b) + b(a0 � a). �
10



Os itens (a), (b) e (
) da proposi�
~ao a
ima dizem, nesta ordem, que a rela�
~ao � (mod n)(\ser 
ôngruo m�odulo n") �e uma rela�
~ao re
exiva, sim�etri
a e transitiva. Rela�
~oes satis-fazendo estas três propriedades s~ao 
hamadas rela�
~oes de equivalên
ia. Dada uma rela�
~ao deequivalên
ia � sobre um 
onjunto X e um elemento x 2 X de�nimos a 
lasse de equivalên
iax de x 
omo x = fy 2 Xjy � xg;observe que x � y se e somente se x = y. As 
lasses de equivalên
ia formam uma parti�
~ao deX, i.e., uma 
ole�
~ao de sub
onjuntos n~ao vazios e disjuntos de X 
uja uni~ao �e X. O 
onjuntofxjx 2 Xg das 
lasses de equivalên
ia �e 
hamado o quo
iente de X pela rela�
~ao de equivalên
ia� e �e denotado por X= �.Apli
ando esta 
onstru�
~ao geral ao nosso 
aso, de�nimos o quo
iente Z=(� (mod n)),
hamado por simpli
idade de nota�
~ao de Z=(n), Z=nZ ou �as vezes Zn. Dado a 2 Z, a de�ni�
~aode a 
omo um sub
onjunto de Z raramente ser�a importante: o importante �e sabermos quea = a0 se e somente se a � a0 (mod n). Se n > 0, a divis~ao eu
lidiana diz que todo inteiro a�e 
ôngruo a um �uni
o inteiro a0 
om 0 � a0 < n; podemos rees
rever este fato na nosso novalinguagem 
omo Z=(n) = f0; 1; : : : ; n� 1g:Quando n~ao houver possibilidade de 
onfus~ao omitiremos as barras e 
hamaremos os elementosde Z=(n) simplesmente de 0; 1; : : : ; n� 1.Os itens (d), (e) e (f) da proposi�
~ao dizem que as opera�
~oes de soma, diferen�
a e produtos~ao 
ompat��veis 
om a rela�
~ao de 
ongruên
ia. �E esta propriedade que torna 
ongruên
ias t~ao�uteis, nos possibilitando fazer 
ontas m�odulo n. Podemos por exemplo es
rever196883 = 1 � 105 + 9 � 104 + 6 � 103 + 8 � 102 + 8 � 101 + 3 � 100� 1 � 15 + 9 � 14 + 6 � 13 + 8 � 12 + 8 � 11 + 3 � 10= 1 + 9 + 6 + 8 + 8 + 3= 35� 8 (mod 9);
11



j�a que 10 � 1 (mod 9) (mostrando assim porque fun
iona o 
onhe
ido 
rit�erio de divisibilidadepor 9). Uma formula�
~ao mais abstrata da mesma id�eia �e dizer que as opera�
~oes + e � passamao quo
iente, i.e., que podemos de�nir+ : Z=(n)� Z=(n)! Z=(n); � : Z=(n)� Z=(n)! Z=(n)por a + b = a+ b e a � b = a � b. A d�uvida �a primeira vista seria se a es
olha de a e b n~aoafeta a resposta: a�nal existem in�nitos inteiros a0 e b0 
om a = a0 e b = b0. Os itens (d)e (f) da proposi�
~ao s~ao exatamente o que pre
isamos: eles nos dizem que nestas 
ondi�
~oesa+ b = a0 + b0 e a � b = a0 � b0.Proposi�
~ao 2.2: Sejam a; n 2 Z, n > 0. Ent~ao existe b 2 Z 
om ab � 1 (mod n) se esomente se (a; n) = 1.Dem: Se ab � 1 (mod n) temos nk = 1 � ab para algum k, donde (a; n)jab + nk = 1 e(a; n) = 1. Se (a; n) = 1 temos ax + ny = 1 para 
ertos inteiros x e y, donde ax � 1 (mod n).�Dizemos portanto que a �e invert��vel 1 m�odulo n quando (a; n) = 1 e 
hamamos b 
omab � 1 (mod n) de inverso de a m�odulo n. O inverso �e sempre �uni
o m�odulo n: se ab � ab0 � 1(mod n) temos b � ab2 � abb0 � b0 (mod n).Corol�ario 2.3: Se (a; n) = 1 e ab � ab0 (mod n) ent~ao b � b0 (mod n).Dem: Basta es
rever b � ab
 � ab0
 � b0 (mod n) onde 
 �e o inverso de a m�odulo n. �De�nimos (Z=(n))� � Z=(n) por(Z=(n))� = fa; (a; n) = 1g:Observe que o produto de elementos de (Z=(n))� �e sempre um elemento de (Z=(n))� (
orol�ario1.5).1Alguns autores preferem es
rever invers��vel. Os interessados em dis
utir esta quest~ao ortogr�a�
a devemes
rever para o Prof. Zoroastro Azambuja, IMPA, Estr. D. Castorina 110, Rio de Janeiro, RJ
12



Teorema 2.4: (Teorema Chinês dos restos) Se (m;n) = 1 ent~aof : Z=(mn)! Z=(m)� Z=(n)a 7! (a; a)�e uma bije�
~ao. Al�em disso, a imagem por f de (Z=(mn))� �e (Z=(m))�� (Z=(n))�.Note que 
ada a na de�ni�
~ao de f �e tomado em rela�
~ao a um m�odulo diferente. A fun�
~aoest�a bem de�nida pois a mod mn determina a mod m e a mod n.Dem: Como Z=(mn) e Z=(m)� Z=(n) têm mn elementos 
ada, para provar que f �e bijetivabasta veri�
ar que f �e injetiva. E, de fato, se a � a0 (mod m) e a � a0 (mod n) ent~aomj(a � a0) e nj(a � a0), donde mnj(a � a0) e a � a0 (mod mn). A imagem de (Z=(mn))� �e(Z=(m))� � (Z=(n))� pois (a;mn) = 1 se e somente se (a;m) = (a; n) = 1. �Dados inteirosm1; m2; : : : ; mr, dizemos que estes inteiros s~ao primos entre si se (mi; mj) = 1para quaiquer i 6= j.Corol�ario 2.5: Se m1; m2; : : : ; mr s~ao inteiros primos entre si. Ent~aof : Z=(m1m2 � � �mr)! Z=(m1)� Z=(m2) � � �Z=(mr)a 7! (a; a; : : : ; a)�e uma bije�
~ao.Dem: Basta apli
ar o teorema anterior r vezes. �A apli
a�
~ao mais 
omum deste teorema �e para garantir que existe a 
om a � ai (mod mi)onde ai s~ao inteiros dados quaisquer.Problema resolvido: Prove que dado n 2 N existe um 
onjunto de n elementos A � Ntal que para todo B � A, B 6= ?, Px2B x �e uma potên
ia n~ao trivial (isto �e, um n�umero daforma mk, onde m; k s~ao inteiros maiores ou iguais a 2), ou seja, A = fx1; x2; : : : xng tal quex1; x2; : : : xn; x1+x2; x1+x3; : : : ; xn�1+xn; : : : ; x1+x2+ : : : xn s~ao todos potên
ias n~ao triviais.Solu�
~ao: A = f4g �e solu�
~ao para n = 1, A = f9; 16g �e solu�
~ao para n = 2. Vamos provar aexistên
ia de um tal 
onjunto por indu�
~ao em n. Suponha que A = fx1; : : : ; xng �e um 
onjunto13




om n elementos e para todo B � A, B 6= ?, Px2B x = mkBB . Vamos mostrar que existe 
 2 Ntal que o 
onjunto ~A = f
x1; 
x2; : : : ; 
xn; 
g satisfaz o enun
iado.Seja ` = mm
fkb; B � A; B 6= ?g o m��nimo m�ultiplo 
omum de todos os exponentes kB.Para 
ada B � A, B 6= ? asso
iamos um n�umero primo pB > `, de forma que B1 6= B2 )pB1 6= pB2 , e asso
iamos um natural r 
om rB � 0 (m�odulo px), 8X 6= B, `rB +1 � 0 (m�odulopB) (tal rB existe pelo teorema 
hinês dos restos), e tomamos
 = YB�AB 6=?(1 +mkBB )`rB :Como 
 �e uma potên
ia `-�esima, 
 �e uma potên
ia kB-�esima para todo B � A, B 6= ?, portanto,para B0 � f
x1; 
x2; : : : ; 
xng, B0 6= ?, teremos B0 = f
x j x 2 Bg para algum B � A, B 6= ?.Logo Px2B0 x ser�a uma potên
ia kB-�esima.Al�em disso,XX2B0Uf
g x = 
(1 +mKBB ) = 264 YX�AX 6=?;B(1 +mKXX )`rX375 � (1 +mKBB )`rB+1;que �e uma potên
ia pB-�esima, pois rX �e m�ultiplo de pB para X 6= B e `rB + 1 �e m�ultiplo depB. �3 A fun�
~ao de Euler e o pequeno teorema de FermatDe�nimos '(n) = j(Z=(n))�j (onde jXj denota o n�umero de elementos de X). A fun�
~ao ' �e
onhe
ida 
omo a fun�
~ao de Euler. Temos '(1) = '(2) = 1, e, para n > 2, 1 < '(n) < n. Sep �e primo, '(p) = p� 1; mais geralmente '(pk) = pk � pk�1 pois (a; pk) = 1 se e somente se an~ao �e m�ultiplo de p e h�a pk�1 m�ultiplos de p no intervalo 0 � a < pk.Dizemos que os n n�umeros inteiros a1; a2; : : : ; an formam um sistema 
ompleto de res��duos(ou s.
.r.) m�odulo n se fa1; a2; : : : ang = Z=(n), isto �e, se os ai representam todas as 
lassesde 
ongruên
ia m�odulo n. Por exemplo, 0, 1, 2, : : : n � 1 formam um s.
.r. m�odulo n.Equivalentemente, podemos dizer que a1; a2; : : : ; an formam um s.
.r. m�odulo n se e somente14



se ai � aj (mod n) impli
ar i = j. Os '(n) n�umeros inteiros b1; b2; : : : ; b'(n) formam umsistema 
ompleto de invert��veis (s.
.i.) m�odulo n sefb1; b2; : : : b'(n)g = (Z=(n))�;isto �e, se os bi representam todas as 
lasses de 
ongruên
ias invert��veis m�odulo n. Tamb�emequivalentemente, b1; b2; : : : ; b'(n) formam um s.
.i. m�odulo n se e somente se (bi; n) = 1 paratodo i e ai � aj (mod n) impli
ar i = j.Proposi�
~ao 3.1: Sejam q; r; n 2 Z, n > 0, q invert��vel m�odulo n, a1; a2; : : : ; an um s.
.r.m�odulo n e b1; b2; : : : ; b'(n) um s.
.i. m�odulo n. Ent~ao qa1 + r; qa2 + r; : : : ; qan+ r formam ums.
.r. m�odulo n e qb1; qb2; :::qb'(n) formam um s.
.i. m�odulo n.Dem: Se qai + r � qaj + r (mod n) ent~ao njq(ai � aj) e ai � aj (mod n), donde i = j; 
omisto provamos que qa1 + r; qa2 + r; : : : ; qan + r formam um s.
.r..Como (q; n) = (bi; n) = 1, temos (qbi; n) = 1. Por outro lado, se qbi � qbj (mod n) temosbi � bj (mod n) (
omo no par�agrafo anterior) e i = j. Isto 
on
lui a demonstra�
~ao. �Teorema 3.2: (Euler) Sejam a; n 2 Z, n > 0, tais que (a; n) = 1. Ent~ao a'(n) � 1 (mod n).Dem: Seja b1; b2; : : : :b'(n)um s.
.i. m�odulo n. Pela proposi�
~ao anterior,ab1; ab2; : : : ab'(n)tamb�em formam um s.
.i. m�odulo n. Assim,b1 � b2 � � � b'(n) � ab1 � ab2 � � �ab'(n) (mod n)pois m�odulo n os dois lados têm os mesmos fatores a menos de permuta�
~ao. Mas isto pode serrees
rito 
omo a'(n)(b1 � b2 � � � b'(n)) � 1 � (b1 � b2 � � � b'(n)) (mod n)e pelo 
orol�ario 1.9 isto impli
a a'(n) � 1 (mod n). �15



Corol�ario 3.3: (Pequeno Teorema de Fermat) Se p �e primo ent~ao, para todo inteiro a, ap � a(mod p).Dem: Se pja, ent~ao ap � a � 0 (mod p). Caso 
ontr�ario, '(p) = p� 1, ap�1 � 1 (mod p) enovamente ap � a (mod p). �Outra demonstra�
~ao do pequeno teorema de Fermat �e por indu�
~ao em a usando o binômiode Newton e algumas propriedades de n�umeros binomiais. Se 0 < i < p temos�pi� = p!i!(p� i)! � 0 (mod p)pois h�a um fator p no numerador que n~ao pode ser 
an
elado 
om nada que apare�
a no de-nominador. Os 
asos a = 0 e a = 1 do teorema s~ao triviais. Supondo v�alido o teorema para a,temos (a+ 1)p = ap + �p1�ap�1 + � � �+ � pp� 1�a + 1� ap + 1� a+ 1 (mod p)e a indu�
~ao est�a 
ompleta.Corol�ario 3.4: Se (m;n) = 1 ent~ao '(mn) = '(m)'(n).Dem: Construimos uma bije�
~ao entre (Z=(mn))� e (Z=(m))� � (Z=(n))�, o que garante queestes 
onjuntos têm o mesmo n�umero de elementos. �Corol�ario 3.5: Se n = pe11 pe22 � � � pemm
om p1 < p2 < : : : < pm e ei > 0 para todo i ent~ao'(n) = (pe11 � pe1�11 )(pe22 � pe2�12 ) � � � (pemm � pem�1m )= n�1� 1p1��1� 1p2� � � ��1� 1pm� :Dem: Isto segue da f�ormula que j�a vimos para '(pe) e do 
orol�ario anterior. �16



Em parti
ular, se n > 2 ent~ao '(n) �e par.Problema resolvido: Exiba n 2 N tal que 2n tenha mais de duas mil 
asas de
imais e tenhaentre suas 2000 �ultimas 
asas de
imais 1000 zeros 
onse
utivos.Solu�
~ao: 2'(52000) � 1 (m�odulo 52000), pelo Teorema de Euler. Portanto, existe b 2 N 
om2'(52000) = 52000b + 1, e teremos 22000+'(52000) = 102000b + 22000, e portanto os 2000 �ultimosd��gitos de 22000+'(52000) 
oin
idem 
om a representa�
~ao de
imal de 22000, que tem no m�aximo667 d��gitos, pois 23 < 10 ) 22000 < 23:667 < 10667. Desta forma, 22000+'(52000) tem pelo menos2000 � 667 = 1333 zeros 
onse
utivos dentre as 2000 �ultimas 
asas de
imais, de modo quen = 4:51999 + 2000 satisfaz as 
ondi�
~oes do enun
iado (pois '(52000) = 4:51999). �Mais adiante estudaremos equa�
~oes do segundo grau em Z=(p); vejamos desde j�a um pequenoresultado deste tipo que garante que os �uni
os a que s~ao seus pr�oprios inversos m�odulo p s~ao 1e �1.Lema 3.6: Se p �e primo ent~ao as �uni
as solu�
~oes de x2 = 1 em Z=(p) s~ao 1 e �1. Emparti
ular,se x 2 (Z=(p))�� f1;�1g ent~ao x�1 6= x em Z=(p).Dem: Podemos rees
rever a equa�
~ao 
omo (x� 1)(x+1) = 0, o que torna o resultado trivial.�Teorema 3.7: (Wilson) Seja n > 4. Ent~ao (n�1)! � �1 (mod n) se n �e primo e (n�1)! � 0(mod n) se n �e 
omposto.Dem: Se n �e 
omposto mas n~ao �e o quadrado de um primo podemos es
rever n = ab 
om1 < a < b < n: neste 
aso tanto a quanto b apare
em em (n � 1)! e (n � 1)! � 0 (mod n).Se n = p2, p > 2, ent~ao p e 2p apare
em em (n � 1)! e novamente (n � 1)! � 0 (mod n); istodemonstra que para todo n 
omposto, n > 4, temos (n� 1)! � 0 (mod n).Se n �e primo podemos es
rever (n�1)! � �(2 �3 � � �n�2) (mod n); mas pelo lema anteriorpodemos juntar os inversos aos pares no produto do lado direito, donde (n�1)! � �1 (mod n).�
17



4 A fun�
~ao de M�obiusVejamos ini
ialmente uma propriedade da fun�
~ao '.Teorema 4.1: Para todo natural n, Xdjn '(d) = n:Este teorema segue fa
ilmente da f�ormula que provamos para '(n) na se�
~ao anterior. Dare-mos entretanto uma demonstra�
~ao bijetiva.Dem: Considere as n fra�
~oes 0n; 1n; : : : ; n� 1ne simpli�que 
ada uma delas: obtemos assim, para 
ada djn, '(d) fra�
~oes 
om denominador d,donde segue a identidade do enun
iado.Mais formalmente, dado a 2 Z=(n), sejam d = n=(n; a) e a0 = a=(n; a). Claramentea0 2 (Z=(d))� e de�nimos assim uma fun�
~ao de Z=(n) para a uni~ao disjunta dos 
onjuntos(Z=(d))�, onde d varia sobre os divisores de n. A inversa desta fun�
~ao leva a0 2 (Z=(d))� em a,a = na0=d, donde a fun�
~ao �e uma bije�
~ao. �O pro
esso de 
onstruir g a partir de f 
omog(n) =Xdjn f(d)�e bastante 
omum em teoria dos n�umeros. Seria interessante poder inverter esta identidadepara es
rever f a partir de g. O teorema anterior nos mostra que se fazemos f = ' na equa�
~aoa
ima temos g(n) = n; invertendo esta identidade ter��amos uma f�ormula para '. O objetivodesta se�
~ao �e mostrar 
omo fazer este tipo de invers~ao.De�nimos a fun�
~ao de M�obius � : N� ! Z por�(n) = 8><>:(�1)m; se n = p1p2 � � � pm, 
om p1; p2; � � � ; pm primos distintos,0; se n tem algum fator primo repetido em sua fatora�
~ao.18



Assim, �(1) = �(6) = �(10) = 1, �(2) = �(3) = �(5) = �(7) = �1 e �(4) = �(8) = �(9) = 0.Lema 4.2: Para todo inteiro positivo n temosXdjn �(d) = 8><>:1; se n = 1,0; se n > 1.Dem: O 
aso n = 1 �e trivial. Se n > 1, seja p um divisor primo de n e seja n = pen0 
omp - n0. Temos Xdjn �(d) = Xdjn;p-d�(d) + Xdjn;pjd;p2-d�(d) + Xdjn;p2jd�(d)=Xdjn0 �(d) +Xd0jn0 �(pd0) + 0=Xdjn0 �(d)�Xd0jn0 �(d0)= 0: �Teorema 4.3: (F�ormula de invers~ao de M�obius) Se para todo n > 0 temosg(n) =Xdjn f(d)ent~ao f(n) =Xdjn �(n=d)g(d):Observe que a f�ormula do 
orol�ario 1.16 para '(n) segue fa
ilmente dos dois teoremas a
ima.Dem: Basta provar que f(n) =Xdjn �(n=d)0�Xd0jd f(d0)1A :Mas, es
revendo d00 = n=d e m = n=d0 temosXdjn �(n=d)0�Xd0jd f(d0)1A =Xmjn0�Xd00jm�(d00)1A f(n=m) = f(n): �19



Teorema 4.4: (Segunda f�ormula de invers~ao de M�obius) Sejam f e g fun�
~oes reais 
omdom��nio (0;+1) tais que f(t) = g(t) = 0 para todo t < 1. Seg(x) = 1Xk=1 f �xk� = bx
X1=k f �xk�para todo x ent~ao ent~ao f(x) = 1Xk=1 �(k)g �xk� =X1=k bx
�(k)g �xk� :Dem: Basta provar que f(x) = 1Xk=1 �(k) 1Xr=1 f � xkr�! ;mas, tomando m = kr a �ultima soma �e igual a1Xm=10�0�Xkjm �(k)1A f � xm�1Aque pelo lema �e igual a f(x). �Apesar de n~ao estar rela
ionada 
om o resto da nossa dis
uss~ao, n~ao podemos deixar demen
ionar a seguinte 
onje
tura.Conje
tura 4.5: (Hip�otese de Riemann) Se � > 1=2 ent~aolimn!1 1n� nX1�m�(m) = 0:Esta �e uma das formula�
~oes da famosa hip�otese de Riemann, um dos problemas em abertomais importantes da matem�ati
a.Podemos reenun
iar esta 
onje
tura assim: seja f : (0;+1) ! R de�nida por f(t) = 0 set < 1 e 1Xk=1 f(t=k) = 1; se t � 120



ent~ao, para todo � > 1=2, limt!1 f(t)t� = 0:De fato, pela segunda f�ormula de invers~ao de M�obius temosf(t) = bt
Xm=1�(m):5 BasesA nota�
~ao usual para naturais �e a 
hamada base 10, 
om algarismos 0; : : : ; 9. Isto signi�
a,por exemplo, que196883 = 1 � 105 + 9 � 104 + 6 � 103 + 8 � 102 + 8 � 101 + 3 � 100:O teorema abaixo mostra 
omo es
rever qualquer natural em qualquer base d.Teorema 5.1: Seja n � 0 e d > 1. Ent~ao existe uma �uni
a seq�uên
ia a0; : : : ; ak; : : : 
om asseguintes propriedades:(a)1. para todo k, 0 � ak < d,2. existe m tal que se k � m ent~ao ak = 0,3. n =Pk akdk.Dem: Es
revemos n = n0 = n1d + a0, 0 � a0 < d, n1 = n2d + a1, 0 � a1 < d, e em geralnk = nk+1d + ak, 0 � ak < d. Nossa primeira a�rma�
~ao �e que nk = 0 para algum valor dek. De fato, se n0 < dm ent~ao n1 < dm�1 e mais geralmente, por indu�
~ao, nk < dm�k; fazendok � m temos nk < 1 donde nk = 0. Segue da�� que ak = 0 para k � m. A identidade do item(
) �e fa
ilmente demonstrada por indu�
~ao.Para a uni
idade, suponhaPk akdk =Pk bkdk. Se as seq�uên
ias ak e bk s~ao distintas existeum menor ��ndi
e, digamos j, para o qual aj 6= bj. Podemos es
rever aj +Pk>j akdk�j =bj +Pk>j bkdk�j donde aj � bj (mod d), o que �e uma 
ontradi�
~ao. �21



�As vezes �e interessante 
onsiderar expans~oes n~ao apenas em outras bases mas 
om outros
onjuntos de algarismos (veremos um exemplo disso no �ultimo 
ap��tulo). Por exemplo, podemospreferir algarismos negativos pequenos a algarismos positivos grandes e assim um bom 
onjuntode algarismos na base 10 seria �4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4; 5:Desta forma, es
revemos 13 = 1 � 10+3 mas es
revemos 9 = 1 � 10� 1 e 64 = 1 � 102� 4 � 10+4.Generalizando, os algarismos na base d seriam os inteiros a 
om �d=2 < a � d=2, ou seja,a = �b(d� 1)=2
;�b(d� 1)=2
+ 1; : : : ;�1; 0; 1; : : : ; bd=2
 � 1; bd=2
:Este 
onjunto de algarismos nos permite enun
iar um teorema an�alogo ao anterior, 
om adiferen�
a que agora n�umeros negativos n~ao pre
isam ser tratados em separado.Teorema 5.2: Seja n 2 Z e d > 2. Ent~ao existe uma �uni
a seq�uên
ia a0; : : : ; ak; : : : 
om asseguintes propriedades:(a)1. para todo k, �d=2 < ak � d=2,2. existe m tal que se k � m ent~ao ak = 0,3. n =Pk akdk.Dem: Es
revemos n = n0 = n1d + a0, �d=2 < a0 � d=2, n1 = n2d + a1, �d=2 < a1 � d=2,e em geral nk = nk+1d + ak, �d=2 < ak � d=2. Novamente, nossa primeira a�rma�
~ao �e quenk = 0 para algum valor de k. De fato, se�dm=2 < n0 � dm=2ent~ao, por indu�
~ao, �dm�k=2 < nk � dm�k=2;fazendo k � m temos nk = 0. Segue da�� que ak = 0 para k � m. A identidade do item (
) e auni
idade s~ao demonstradas 
omo no teorema anterior. �22



Pode-se estudar representa�
~oes na base d 
om outros 
onjuntos X de algarismos. Algumas
ondi�
~oes m��nimas para que X seja um 
onjunto de algarismos interessante s~ao que 0 2 X, queX seja um sistema 
ompleto de res��duos e que o md
 dos elementos de X seja 1.6 Corpos e polinômiosUm grupo �e um 
onjunto G munido de uma opera�
~ao � : G � G ! G e um elemento e 2 G
om as seguintes propriedades:1. para quaisquer a; b; 
 2 G, a � (b � 
) = (a � b) � 
.2. para qualquer a 2 G, a � e = e � a = a,3. para qualquer a 2 G existe b 2 G 
om a � b = b � a = e.Se al�em disso tivermos a � b = b � a para quaisquer a; b 2 G dizemos que o grupo �e 
omutativoou abeliano. Quando a opera�
~ao � se 
hama + dizemos que G �e um grupo aditivo e 
hamamoso elemento neutro e de 0. Se a opera�
~ao se 
hama � 
hamamos G de grupo multipli
ativo edenotamos o elemento neutro e por 1. Assim, Z=(n) �e um grupo abeliano aditivo e (Z=(n))� �eum grupo abeliano multipli
ativo.Um anel 
omutativo 
om unidade �e um grupo abeliano aditivo A munido de uma segundaopera�
~ao � : A�A! A satisfazendo a � (b � 
) = (a � b) � 
, a � (b+ 
) = (a � b)+ (a � 
), a � b = b � apara quaisquer a; b; 
 2 A e um elemento 1 2 A 
om 1 � a = a para todo a 2 A. Assim, Z=(n) �eum anel 
omutativo 
om unidade.Um 
orpo �e um anel 
omutativo 
om unidade onde para todo a 2 K 
om a 6= 0 existeb 2 K 
om a � b = 1. Repetindo ent~ao, K �e munido de duas opera�
~oes + : K � K ! K e� : K �K ! K, de uma fun�
~ao � : K ! K e dois elementos espe
iais distintos 
hamados 0 e1 satisfazendo as seguintes propriedades:a + (b+ 
) = (a + b) + 
a+ 0 = a23



a + (�a) = 0a + b = b + aa(b+ 
) = ab + a
a(b
) = (ab)
a1 = aab = bae onde para todo a 2 K, a 6= 0 existe b 2 K 
omab = 1:Os exemplos mais 
onhe
idos de 
orpos s~ao Q , R e C . Vimos no 
ap��tulo anterior que Z=(p)tamb�em �e um 
orpo se p �e primo; veremos a seguir outros exemplos de 
orpos �nitos.Dado um 
orpo K, de�nimos o anel 
omutativo 
om unidade K[x℄ 
omo sendo o 
onjuntodas express~oes da forma P = a0 + a1x + a2x2 + � � � + anxn, 
hamados de polinômios 
om
oe�
ientes em K. Observe que x �e um s��mbolo formal e n~ao um elemento de K; apesar disso,
ada polinômio de�ne uma fun�
~ao polinomialP : K ! K
 7! P (
) = a0 + a1
 + a2
2 + � � �+ an
ntamb�em 
hamada de P . A distin�
~ao entre um polinômio e uma fun�
~ao polinomial �e bemilustrada pelo polinômio P = xp � x 2 (Z=(p))[x℄: este polinômio �e n~ao nulo pois seus 
oe-�
ientes s~ao n~ao nulos mas para todo x 2 Z=(p) temos P (x) = 0 pelo pequeno teorema deFermat.Se P =P aixi e Q =P bixi s~ao polinômios de�nimos P +Q =P(ai+ bi)xi e PQ =P 
ixionde 
k =Pi+j=k aibj. De�nimos o grau degP de um polinômio P = a0+a1x+a2x2+� � �+anxn
omo sendo n se an 6= 0 mas am = 0 para m > n; de�nimos ainda o grau do polinômio 0 
omosendo �1.Lema 6.1: Para quaisquer polinômios P e Q temos deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) edeg(P +Q) � maxfdeg(P ); deg(Q)g.Dem: F�a
il. �24



Observe que de�nimos �1 < n e (�1) + (�1) = �1 + n = �1 para todo n. Temosuma forma de divis~ao 
om resto em K[x℄.Teorema 6.2: Sejam A;B 2 K[x℄, B 6= 0. Ent~ao existem �uni
os polinômios Q;R 2 K[x℄
om A = QB +R e degR < degB.Dem: A demonstra�
~ao �e feita por indu�
~ao no grau de A. Se deg(A) < deg(B), tomamosQ = 0, R = A. Caso 
ontr�ario, sejam n e m os graus de A e B e sejam a e b os 
oe�
ientesde mais alto grau destes polinômios. Podemos es
rever A = (a=b)xn�mB +A1, 
om deg(A1) <deg(A). Pela hip�otese de indu�
~ao, temos A1 = Q1B + R, 
om deg(R) < deg(B). FazendoQ = (a=b) + xn�m +Q1 temos A = QB +R. A uni
idade segue fa
ilmente do lema anterior.�A demonstra�
~ao a
ima nada mais �e do que o algoritmo usual de divis~ao usual. Um polinômioP tem raiz a (i.e., P (a) = 0) se e somente se (x � a)jP . Mais geralmente, P (a) �e o resto dadivis~ao de P por x� a.Proposi�
~ao 6.3: Um polinômio P n~ao nulo de grau n tem no m�aximo n ra��zes.Dem: A demonstra�
~ao �e feita por indu�
~ao em n = deg(P ); os 
asos n = 0 e n = 1 s~aotriviais. Se P tivesse n + 1 ra��zes distintas a1; : : : ; an+1 ent~ao P seria m�ultiplo de (x � an+1);P=(x� an+1) teria grau n� 1 e ra��zes a1; : : : ; an, 
ontradizendo a hip�otese de indu�
~ao. �A partir da divis~ao 
om resto podemos repetir muitas das 
onstru�
~oes feitas para Z no
ap��tulo anterior; dizemos que K[x℄ (assim 
omo Z) �e um dom��nio eu
lidiano. Daremos umesbo�
o desta teoria; estes resultados n~ao ser~ao ne
ess�arios para a
ompanhar o resto do livro.De�nimos AjB se existe C 
om AC = B e dizemos que um polinômio P de grau maior quen > 0 �e irredut��vel se seus divisores todos têm grau 0 ou n (assim generalizando o 
on
eito den�umero primo). O 
on
eito de md
 tamb�em se generaliza, 
omo indi
ado na proposi�
~ao abaixo.Proposi�
~ao 6.4: Dados polinômios n~ao nulos A;B 2 K[x℄ existe um �uni
o D 2 K[x℄ (amenos de multipli
a�
~ao por 
onstante) tal que DjA, DjB e, para todo C 2 K[x℄, se CjA e CjBent~ao CjD. Al�em disso existem E; F 2 Z 
om D = AE +BF .
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Dem: De�nimos I(A;B) = fAE+BF ;E; F 2 K[x℄g e tomamos D de grau m��nimo dentre oselementos n~ao nulos de I(A;B); o resto da demonstra�
~ao �e an�aloga �a da proposi�
~ao 1.1. �Polinômios irredut��veis s~ao 
omo n�umeros primos: um produto de polinômios s�o �e m�ultiplode um polinômio irredut��vel se um dos fatores o for.Proposi�
~ao 6.5: Sejam P um polinômio irredut��vel e sejamA1; : : : Am 2 K[x℄. Se P j(A1 � � �Am)ent~ao P jAi para algum i, 1 � i � n.Dem: An�aloga �a do 
orol�ario 1.3. �Temos tamb�em um teorema de fatora�
~ao �uni
a.Teorema 6.6: Todo polinômio pode ser fatorado 
omo um produto de polinômios irredut��veis;esta fatora�
~ao �e �uni
a a menos da ordem dos fatores.Dem: An�aloga �a do teorema fundamental da aritm�eti
a, usando a proposi�
~ao a
ima e fazendoindu�
~ao no grau do polinômio. �Os exemplos mais evidentes de polinômios irredut��veis s~ao os da forma x � a, a 2 K.Quando estes s~ao os �uni
os polinômios irredut��veis dizemos que o 
orpo �e algebri
amentefe
hado. Polinômios de grau 2 e 3 s~ao irredut��veis se e somente se n~ao têm ra��zes.O pequeno teorema de Fermat tamb�em admite uma formula�
~ao em termos de polinômios.Teorema 6.7: Seja p primo; em (Z=(p))[x℄ temosxp � x = x(x� 1)(x� 2) � � � (x� (p� 1)):
Dem: Os dois polinômios dos dois lados da equa�
~ao têm grau p e o 
oe�
iente de xp �e 1 nosdois 
asos. Assim, a diferen�
a tem grau menor do que p mas se anula em p pontos: 0, 1, : : :p� 1. Pelo 
orol�ario anterior, esta diferen�
a deve ser o polinômio zero. �
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A partir do teorema a
ima temos uma nova prova do teorema de Wilson: xp�1 � 1 =(x � 1)(x � 2) � � � (x � (p � 1)) em (Z=(p))[x℄, mas o 
oe�
iente independente �e �1 do ladoesquerdo e (p� 1)! do lado direito.Podemos de�nir 
ongruên
ias em K[x℄:A � B (mod P ) () P j(B � A):As propriedades b�asi
as de 
ongruên
ias podem ser traduzidas para este novo 
ontexto e pode-mos de�nir um quo
iente K[x℄=(P ) da mesma forma 
omo de�nimos Z=(n); demonstra-se queK[x℄=(P ) �e um 
orpo exatamente quando P �e irredut��vel.Prometemos que ver��amos outros exemplos de 
orpos �nitos al�em de Z=(p): o par�agrafoa
ima ensina que podemos 
onstruir tais 
orpos 
omo (Z=(p))[x℄=(P ) onde P 2 (Z=(p))[x℄ �eirredut��vel. Por exemplo, o polinômio x2 + x+ 1 �e irredut��vel em (Z=(2))[x℄ o que nos permite
onstruir um 
orpo de 4 elementos: 0, 1, x e x+1. As opera�
~oes em Z=(2) e a rela�
~ao x2 = x+1de�nem as opera�
~oes neste 
orpo (denotamos x + 1 por x0):
+  0  1  x  x’

0   0  1  x  x’

1   1  0  x’ x

x    x  x’ 0  1

x’   x’ x  1  0

*   0  1  x  x’

0   0  0  0  0

1   0  1  x  x’

x    0  x  x’ 1

x’   0  x’  1 xDe fato existem em (Z=(p))[x℄ polinômios irredut��veis de qualquer grau e todo 
orpo �nitopode ser 
onstruido desta forma. Enun
iaremos sem demonstra�
~ao um teorema que 
lassi�
aos 
orpos �nitos.Teorema 6.8: Existe um 
orpo �nito 
om q elementos se e somente se q �e da forma pn paraalgum primo p e algum inteiro positivo n. Al�em disso, dados dois 
orpos �nitos K1 e K2 
om omesmo n�umero de elementos existe uma �uni
a bije�
~ao f : K1 ! K2 
om f(a+ b) = f(a)+ f(b)e f(ab) = f(a)f(b) para quaisquer a; b 2 K1.Uma bije�
~ao 
omo a des
rita a
ima �e 
hamada de isomor�smo e dois 
orpos s~ao ditosisomorfos se existe entre eles um isomor�smo; a id�eia �e que 
orpos isomorfos s~ao iguais a menosdos nomes dos elementos. Veremos mais tarde outras formas mais 
on
retas de 
onstruir 
orpos�nitos. 27



7 Ordens e ra��zes primitivasDados n; a 2 Z 
om n > 0 e (a; n) = 1, de�nimos a ordem de a m�odulo n, denotada por ordn a,
omo sendo o menor inteiro positivo t 
om at � 1 (mod n). Analogamente, se K for um 
orpo�nito e a 2 K, a 6= 0, de�nimos a ordem de a em K, denotada por ordK a, 
omo sendo o menorinteiro positivo t 
om at = 1 2 K; temos ordp a = ordZ=(p)a.Claramente ae � ae0 (mod n) se e somente se e � e0 (mod ordn a); pelo teorema de Euler,ordn aj'(n).Dizemos que a �e uma raiz primitiva m�odulo n se ordn a = '(n). Analogamente, dizemosque a �e uma raiz primitiva em K se ordK a = q � 1, onde q = jKj �e o n�umero de elementosde K. Por exemplo, 2 �e raiz primitiva m�odulo 5 mas 2 n~ao �e raiz primitiva m�odulo 7 (23 � 1(mod 7)). Tamb�em �e f�a
il veri�
ar que n~ao existe raiz primitiva m�odulo 8 pois se x �e ��mparent~ao x2 � 1 (mod 8). Podemos tamb�em dizer que a �e raiz primitiva se a fun�
~aoZ=('(n))! (Z=(n))�r 7! arou Z=(q� 1)! K�r 7! ar�e injetora. Como o dom��nio e 
ontradom��nio s~ao 
onjuntos �nitos 
om o mesmo n�umero deelementos, a fun�
~ao �e injetora se e somente se ela �e sobrejetora. Podemos assim dizer que a �euma raiz primitiva m�odulo n se e somente se para todo b 2 (Z=(n))� (ou para todo b 2 K�)existe r 
om ar = b.Um 
orol�ario desta 
ara
teriza�
~ao de ra��zes primitivas �e que se a �e raiz primitiva m�odulo ne mjn ent~ao a �e raiz primitiva m�odulo m. O objetivo da pr�oxima se�
~ao �e 
ara
terizar os valoresde n para os quais existe uma raiz primitiva m�odulo n. Nesta se�
~ao mostraremos que todo
orpo �nito admite raiz primitiva; em parti
ular existe raiz primitiva m�odulo p para qualquerprimo p.Pre
isamos primeiro de uma vers~ao do pequeno teorema de Fermat para 
orpos �nitos:28



Teorema 7.1: Se K �e um 
orpo �nito e q = jKj ent~ao aq � a = 0 para todo a 2 K.Dem: Se a = 0 o teorema vale; vamos supor a partir de agora a 6= 0. Sejam b1; : : : bq�1 oselementos n~ao nulos de K. Os elementos ab1; : : : abq�1 s~ao todos n~ao nulos e distintos, logo s~aoos pr�oprios b1; : : : bq�1, apenas permutados. Assimb1 � b2 � � � bq�1 = (ab1)(ab2) � � � (abq�1)= aq�1(b1 � b2 � � � bq�1)e aq�1 = 1. �Segue deste teorema que ordK ajq � 1, analogamente ao que j�a sabiamos para Z=(n). Apartir do que vimos sobre polinômios temos tamb�em quexq � x = x(x� b1) � � � (x� bq�1)em K[x℄.Teorema 7.2: Se K �e um 
orpo �nito ent~ao existe raiz primitiva em K.Dem: Seja d um divisor de q � 1: de�nimos N(d) 
omo o n�umero de elementos de K� deordem d. Claramente Pdjq�1N(d) = q � 1.Se N(d) > 0, seja ad um elemento de K 
om ordK ad = d: os elementos 1; ad; a2d; : : : ad�1d s~aora��zes do polinômio xd � 1 = 0. Como este polinômio tem no m�aximo d ra��zes, estas s~ao todasas ra��zes. Assim, os elementos de K de ordem d s~ao pre
isamente ard, r 2 (Z=(d))�. Assim os�uni
os valores poss��veis para N(d) s~ao 0 e '(d). Mas 
omoPdjq�1N(d) =Pdjq�1 '(d) = q� 1,temos N(d) = '(d) para todo djq� 1. Em parti
ular N(q � 1) > 0 e existem ra��zes primitivas.�Apesar de existirem ra��zes primitivas m�odulo p para todo primo p n~ao existe uma f�ormulasimples para obter uma raiz primitiva. Por outro lado, 
onje
tura-se que todo inteiro que n~ao�e um quadrado �e raiz primitiva para in�nitos valores de p (
onje
tura de Artin).Corol�ario 7.3: Dados x 2 K� e um inteiro positivo k existe y 2 K� 
om yk = x se e somentese x(q�1)=md
(k;q�1) = 1, onde q = jKj. 29



Dem: Se x = yk ent~ao x(q�1)=md
(k;q�1) = (yq�1)k=md
(k;q�1) = 1 pois yq�1 = 1. Suponhaagora que x(q�1)=md
(k;q�1) = 1. Sejam a uma raiz primitiva de K e r 2 Z 
om x = ar.Temos (ar)(q�1)=md
(k;q�1) = 1 donde md
(k; q � 1) j r e portanto existem inteiros u; v 
omku+ (q � 1)v = r. Assim x = ar = aku+(q�1)v = (au)k � (aq�1)v = yk onde y = au. �8 Ra��zes primitivas em Z=(n)Nesta se�
~ao 
ara
terizaremos os inteiros n para os quais existe raiz primitiva m�odulo n.Lema 8.1: Sejam p um n�umero primo e a 2 Z uma raiz primitiva m�odulo p. Ent~ao a oua0 = a+ p �e raiz primitiva m�odulo p2.Dem: Pelo binômio de Newton, a0p = (a + p)p � ap (mod p2). Sem perda de generalidade,podemos supor ap 6� a (mod p2) ou ap�1 6� 1 (mod p2), donde ordp2 a 6= p� 1. Como p� 1 =ordp a j ordp2 a j '(p2) = p(p� 1) isto impli
a em ordp2 a = p(p� 1). �Lema 8.2: Se p �e um n�umero primo ��mpar e a �e raiz primitiva m�odulo p2 ent~ao a �e raizprimitiva m�odulo pk para todo k > 2, k 2 Z.Dem: Temos ap�1 � 1 (mod p), mas ap�1 6� 1 (mod p2), donde ap�1 = 1 + b0p 
om b0 6� 0(mod p). Vamos mostrar por indu�
~ao que apj(p�1) = 1+ bjpj+1 
om bj � b0 (mod p). Podemoses
rever apj+1(p�1) = (apj(p�1))p= (1 + bjpj+1)p= 1 + pbjpj+1 + �p2�b2jp2j+2 + � � �+ bpjppj+p= 1 + bj(1 + �p2�bjpj + � � � bp�1j p(p�1)j+p�2)pj+2= 1 + bj+1pj+2
om bj+1 � bj (mod p) pois o parêntesis na pen�ultima linha �e da forma 1+ um m�ultiplo de p.Esta �ultima a�rma�
~ao segue da positividade dos expoentes de p ex
eto no 
aso j = 0; neste
aso o expoente do primeiro termo n~ao trivial �e zero mas temos �p2� � 0 (mod p) pois p > 230



(�e neste ponto que pre
isamos da hip�otese de p ser ��mpar). O lema segue de a(p�1)pk�2 6� 1(mod pk) por indu�
~ao, pois teremos (p � 1)pk�2 = ordpk�1 a j ordpk a j '(pk) = (p � 1)pk�1,donde ordpk a = (p� 1)pk�1. �Exemplo: 2 �e raiz primitiva m�odulo 5k, 8 k 2 N . De fato, 2 �e raiz primitiva m�odulo 5, e, 
omo24 = 16 6= 1 (m�odulo 25), 2 �e raiz primitiva m�odulo 25 = 52 (
omo no Lema 8.1). Portanto,pelo Lema 8.2, 2 �e rais primitiva m�odulo 5k, 8 k 2 N .Problema resolvido: Mostre que existe n natural tal que os mil �ultimos d��gitos de 2n per-ten
em a f1; 2g.Solu�
~ao: Observamos ini
ialmente que para todo k 2 N existe um n�umeromk de k algarismos,todos 1 ou 2, divis��vel por 2k. De fato, m1 = 2 e m2 = 12 satisfazem o enun
iado.Seja mk = 2k � rk, rk 2 N . Se rk �e par, tome mk+1 = 2 � 10k +mk = 2k+1(5k + rk=2), e se rk�e ��mpar, tome mk+1 = 10k +mk = 2k+1(5k + rk)=2.Como m1000 � 2 (m�odulo 10), 5 n~ao divide r1000 = m1000=21000. Como 2 �e raiz primitivam�odulo 51000, existe k 2 N 
om 2k � r1000 (m�odulo 51000). Logo 2k = b � 51000 + r1000, paraalgum b 2 N . Portanto, 2k+1000 = b � 101000 + 21000 � r1000 = b � 101000 +m1000, e as 1000 �ultimas
asas de 2k+1000 s~ao as 1000 
asas de m1000, que perten
em todas a f1; 2g. �Lema 8.3: Seja n > 1. O n�umero de solu�
~oes para a 
ongruên
ia x2 � 1 (mod n) �e:1. 1 se n = 2,2. 2 se n = 4,3. 4 se n = 2k, k > 2,4. 2 se n = pk, p um primo ��mpar,5. 2m+i se n = 2kpe11 � � � pemm , onde i = 0 se k � 1, i = 1 se k = 2 e i = 2 se k > 2.Dem: Os itens (a) e (b) s~ao veri�
�aveis diretamente. As quatro solu�
~oes no item (
) s~ao 1,2k�1 � 1, 2k�1 + 1 e 2k � 1. De fato, �e f�a
il veri�
ar que estes quatro valores s~ao solu�
~oes da31




ongruên
ia. Por outro lado, para que a seja solu�
~ao da 
ongruên
ia devemos ter 2kj(a+1)(a�1) = a2� 1; portanto a deve ser ��mpar. Um dentre a� 1 e a+1 deve ser da forma 2b, b ��mpar.Assim o outro deve ser m�ultiplo de 2k�1, o que diz que a deve ter um dos quatro valores a
ima.Analogamente para o item (d), apenas um dentre a�1 e a+1 �e m�ultiplo de p, o que s�o permiteas solu�
~oes 1 e n� 1.Para o item (e) usamos os itens anteriores e o teorema 
hinês dos restos: a �e solu�
~ao da
ongruên
ia a
ima se e somente se a satisfaz a2 � 1 (mod 2k) e a2 � 1 (mod peii ) para 
ada i.Assim, o n�umero de solu�
~oes m�odulo n �e o produto do n�umero de solu�
~oes m�odulo 2k, pe11 , : : : ,pemm , o que nos d�a a f�ormula do item (e). �Teorema 8.4: Um inteiro n > 1 admite raiz primitiva se e somente se n = 2, n = 4 ou n �eda forma pk ou 2pk, onde p �e um primo ��mpar, admite raiz primitiva.Dem: Os 
asos n = 2 e n = 4 podem ser veri�
ados diretamente. A existên
ia de uma raizprimitiva m�odulo pk (p um primo ��mpar) segue dos dois primeiros lemas desta se�
~ao. Para o
aso 2pk, seja a uma raiz primitiva m�odulo pk: a ou a+ pk, aquele que for ��mpar, ser�a uma raizprimitiva m�odulo 2pk pois '(2pk) = '(pk).Se n n~ao for de uma destas formas, o lema anterior garante que a 
ongruên
ia x2 � 1(mod n) admite mais de duas solu�
~oes. Por outro lado, a existên
ia de uma raiz primitivaa m�odulo n garante que a 
ongruên
ia x2 � 1 (mod n) s�o tem as solu�
~oes 1 e n � 1. Defato, qualquer solu�
~ao pode ser es
rita da forma ak para algum k e nossa 
ongruên
ia torna-sea2k � 1 (mod n) ou 2k � 0 (mod '(n)), que s�o tem as solu�
~oes k = 0 (ak = 1) e k = ('(n))=2(ak � n� 1 (mod n)).Outra demonstra�
~ao, sem usar o lema anterior, 
onsiste em observar que se n n~ao for de umadestas duas formas ent~ao n = n1n2, 
om n1; n2 � 3 e md
(n1; n2) = 1. Temos ent~ao a'(n)=2 � 1(mod n) para todo a inteiro 
om md
(a; n) = 1, pois '(n1) j '(n)=2 e '(n2) j '(n)=2. �9 A lei da re
ipro
idade quadr�ati
aA lei de Gauss de re
ipro
idade quadr�ati
a a�rma que se p e q s~ao primos h�a uma rela�
~ao diretaentre p ser quadrado m�odulo q e q ser quadrado m�odulo p. Este teorema forne
e um r�apido32



algoritmo para determinar se a �e quadrado m�odulo p onde a �e um inteiro e p um n�umero primo.De�ni�
~ao 9.1: Seja p um primo e a um inteiro. De�nimos o s��mbolo de Lagrange (ap) por�ap� = 8>>>>><>>>>>:0 se p divide a�1 se a n~ao �e quadrado m�odulo p1 se p - a e a �e quadrado m�odulo p:Proposi�
~ao 9.2: Seja p um primo ��mpar e a 2 Z tal que p - a. Ent~ao �ap� � a p�12 (mod p).Dem: Sabemos que se p - a ent~ao ap�1 � 1 (mod p), ou seja, Xp�1 � 1 tem 
omo ra��zes1; 2; : : : ; p � 1 em Z=(p). Por outro lado, Xp�1 � 1 = (X p�12 � 1)(X p�12 + 1). Se existe b 2 Ztal que a � b2 (mod p) ent~ao a�12 � bp�1 � 1 (mod p); ou seja, �ap� = 1 � a p�12 (mod p).Como X2 � Y 2 (mod p) , X � �Y (mod p), h�a pelo menos p�12 quadrados em (Z=(p))�,logo os quadrados s~ao exatamente as ra��zes de X p�12 � 1 em Z=(p), donde os n~ao quadrados s~aoexatamente as ra��zes de X p�12 + 1, ou seja, se ( bp) = �1 ent~ao b p�12 � �1 (mod p). �Corol�ario 9.3: Se p �e primo ��mpar ent~ao (�1p ) = (�1) p�12 .Vamos agora reinterpretar a Proposi�
~ao 1. Seja a 2 (Z=(p))�. Para 
ada j = 1; 2; : : : ; p�12es
revemos a � j 
omo "jmj 
om "j 2 f�1; 1g e mj 2 f1; 2; : : : ; p�12 g. Se mi 6= mj temosa � i = a � j ou a � i = �a � j; a primeira possibilidade impli
a i = j e a segunda �e imposs��vel.Assim, se i 6= j temos mi 6= mj donde fm1; m2; : : : ; m p�12 g = f1; 2; : : : ; p�12 g. Assim�ap� � a p�12= (a � 1)(a � 2) � � � (a � p�12 )1 � 2 � � � p�12� "1"2 � � � " p�12 m1; m2; : : : ; m p�121 � 2 � � � p�12= "1"2 � � � " p�12 (mod p) (1)donde (ap) = "1"2 : : : " p�12 , pois ambos perten
em a f�1; 1g. Assim, (ap) = (�1)m onde m �e on�umero de elementos j de f1; 2; : : : ; p�12 g tais que "j = �1. Como primeira 
onseq�uên
ia destefato temos o seguinte resultado. 33



Proposi�
~ao 9.4: Se p �e um primo ��mpar ent~ao(2p) = (�1) p2�18 = 8><>:1; se p � �1 (mod 8);�1; se p � �3 (mod 8):Dem: Se p � 1 (mod 4), digamos p = 4k + 1, temos p�12 = 2k. Como 1 � 2j � p�12 paraj � k e p�12 < 2j � p� 1 para k + 1 � j � 2k, temos(ap) = (�1)k = 8><>:1; se p � 1 (mod 8);�1; se p � 5 (mod 8):Se p � 3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos p�12 = 2k + 1. Para 1 � j � k temos1 � 2j � p�12 e para k + 1 � j � 2k + 1 temos p�12 < 2j � p� 1, donde(ap) = (�1)k+1 = 8><>:�1; se p � 3 (mod 8);1; se p � 7 (mod 8): �Teorema 9.5: (Lei de re
ipro
idade quadr�ati
a) Sejam p e q primos ��mpares. Ent~ao (pq ) =(�1)(p�1)(q�1)=4( qp).Dem: Na nota�
~ao a
ima, 
om a = q, para 
ada j 2 P , ondeP = f1; 2; : : : ; (p� 1)=2g;temos que "j = �1 se e s�o se existe y 2 Z tal que �(p � 1)=2 � qj � py < 0. Tal y deveperten
er a Q, onde Q = f1; 2; : : : ; (q � 1)=2g:Assim, temos que ( qp) = (�1)m onde m = jXj eX = f(x; y) 2 P �Q j �(p� 1)=2 � qx� py < 0g ;34



note que qx� py nun
a assume o valor 0. Analogamente, (pq ) = (�1)n, onde n = jY j eY = f(x; y) 2 P �Q j 0 < qx� py � (q � 1)=2g :Da�� segue que (pq )( qp) = (�1)k onde k = m+ n = jZj ondeZ = f(x; y) 2 P �Q j �(p� 1)=2 � qx� py � (q � 1)=2gpois qx� py nun
a assume o valor 0. Temos k = jCj � jAj � jBj onde C = P �Q,A = f(x; y) 2 C j qx� py < �(p� 1)=2g;B = f(x; y) 2 C j qx� py > (q � 1)=2g:Como jCj = (p � 1)(q � 1)=4, basta mostrar que jAj = jBj. Mas f : C ! C de�nida porf(x; y) = (((p+ 1)=2)� x; ((q + 1)=2)� y) de�ne uma bije�
~ao entre A e B. �10 Extens~oes quadr�ati
as de 
orpos �nitosSejam p primo e d um inteiro que n~ao seja quadrado perfeito. O anel (Z=(p))[pd℄ �e o 
onjuntofa+ bpd; a; b 2 Z=(p)gonde (a+ bpd) + (~a+ ~bpd) = (a+ ~a) + (b +~b)pd(a+ bpd)(~a+ ~bpd) = (a~a+ db~b) + (a~b + ~ab)pd:Por de�ni�
~ao, a+ bpd = ~a+~bpd, a = ~a; b = ~b:Como grupo aditivo, (Z=(p))[pd℄ = Z=(p)�Z=(p). Vamos investigar a estrutura multipli
ativade (Z=(p))[pd℄. Observemos ini
ialmente que, se d �e um quadrado m�odulo p ent~ao (Z=(p))[pd℄n~ao pode ser um 
orpo, pois se a2 = d em Z=(p) ent~ao (a+pd)(a�pd) = 0 em (Z=(p))[pd℄.A pr�oxima proposi�
~ao �e uma re
��pro
a deste fato:35



Proposi�
~ao 10.1: Se (dp) = �1 ent~ao (Z=(p))[pd℄ �e um 
orpo.Dem: De fato, se (a; b) 6= (0; 0), (a+ bpd)�1 = (a� bpd)=(a2 � db2). Temos que a2 � db2 2(Z=(p))�, pois d n~ao �e quadrado mod p, logo, se b 6= 0, a2 � db2 = 0, que equivale a d = (a=b)2seria uma 
ontradi�
~ao e, se b = 0, a2 � db2 = a2 6= 0 pois (a; b) 6= (0; 0)) a 6= 0) a2 6= 0. �Problemas:1) Sejam a; n > 1 inteiros. Prove quei) Se an � 1 �e primo ent~ao a = 2 e n �e primo.ii) Se an + 1 �e primo ent~ao n = 2k para algum inteiro k.2) Prove que existem in�nitos n�umeros primos 
ongruentes a 3 m�odulo 4.3) Determine todos os n naturais tais que (2n � 1)=n �e inteiro.4) Determine todos os n naturais que (2n + 1)=n2 �e inteiro.5) Prove que se a e b s~ao naturais e (a2 + b2)=(ab + 1) �e inteiro ent~ao (a2 + b2)=(ab + 1) �equadrado perfeito.6) Sejam a; n 2 N� . Considere a seq�uên
ia (xn) de�nida por x1 = a, xk+1 = axk , 8 k 2 N .Mostre que existe N 2 N tal que xk+1 � xk (m�odulo n), para todo k � N .Obs.: Os Problemas 4 e 5 foram propostos na 31a e na 29a Olimp��ada Interna
ional deMatem�ati
a (1990 e 1988) respe
tivamente.
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CAP�ITULO 2N�umeros Primos1 Sobre a distribui�
~ao dos n�umeros primosJ�a vimos que existem in�nitos primos; o teorema dos n�umeros primos d�a uma estimativa dequantos primos existem at�e um inteiro x, ou seja, des
reve a distribui�
~ao dos primos. De�na�(x) 
omo sendo o n�umero de primos p 
om 2 � p � x.Teorema 1.1: (Teorema dos n�umeros primos)limx!1 �(x)x= logx = 1:Observe que aqui e em todo o livro log denota o logaritmo natural. Este resultado foi
onje
turado por v�arios matem�ati
os, in
lusive por Legendre e Gauss, mas a demonstra�
~ao
ompleta s�o foi en
ontrada em 1896, por de la Vall�ee Poussin e Hadamard (independente-mante). N~ao demonstraremos este teorema: as demonstra�
~oes elementares 
onhe
idas s~aotodas bastante dif��
eis (lembramos que uma demonstra�
~ao �e dita elementar quando n~ao usaferramentas avan�
adas: muitas demonstra�
~oes elementares s~ao longas e so�sti
adas). Daremosuma demonstra�
~ao da seguinte proposi�
~ao (devida a T
heby
he�) que �e 
laramente uma vers~aofra
a do teorema dos n�umeros primos.Proposi�
~ao 1.2: Existem 
onstantes positivas 
 < C tais que
 xlog x < �(x) < C xlogxpara todo x � 2.Dem: Observemos ini
ialmente que �2nn � = (2n)!n!n! �e m�ultiplo de todos os primos p que satisfazemn < p � 2n. Como �2nn � < X0�k�2n�2nk � = 22n;37



segue que o produto dos primos entre n e 2n �e menor do que 22n. Como h�a �(2n)��(n) primos
omo esses segue que n�(2n)��(n) < 22n (pois todos esses primos s~ao maiores que n), donde(�(2n)� �(n)) logn < 2n log 2 e �(2n)� �(n) < 2n log 2logn :Isso impli
a fa
ilmente, por indu�
~ao, que�(2k+1) � 5 � 2kk(
ome�
ando 
om k = 5; at�e k = 5 segue de �(n) � n=2). Da�� segue que se 2k < x � 2k+1 ent~ao�(x) � 5 � 2kk � 5x log 2logxpois f(x) = x log 2= logx �e uma fun�
~ao 
res
ente para x � 3.Vamos agora provar a outra desigualdade. O expoente do primo p na fatora�
~ao de n! �ewp(n) = �np� + � np2�+ � � �= 1Xk=1 � npk�(esta �e uma soma �nita pois se k > logp n = logn= log p ent~ao b npk 
 = 0). De fato, bn+1pj 
� b npk 
�e sempre 0 ou 1, e �e igual a 1 se e s�o se pj divide n + 1. Assim, wp(n + 1)� wp(n) �e igual aoexpoente de p na fatora�
~ao de n + 1, o que forne
e uma prova por indu�
~ao do fato a
ima.Assim, o expoente de p em �2nn � = (2n)!=n!2 �e1Xk=1 ��2npk �� 2� npk�� :Temos agora que b2npk 
 � 2b npk 
 �e sempre 0 ou 1 (pois 0 � x � bx
 < 1 para todo x), donde oexpoente de p em �2pp � �e no m�aximor logp n = logn= log p para todo primo p. Por outro lado,se n < p � 2n, o expoente de p em �2pp � �e 1. Assim, se �2nn � = Qp<2n p�p �e a fatora�
~ao de �2nn �
38



ent~ao log�2nn � = Xp<2n�p log p=Xp�n �p log p+ Xn<p�2n log p� �(n) logn + (�(2n)� �(n)) log(2n)� �(2n) log(2n)donde �(2n) � log�2nn �= log(2n) � n log 2= log(2n)pois �2nn � = 2nn � 2n� 1n� 1 � � � n+ 11 � 2n;donde �(x) � x log 2log xpara todo x par, o que impli
a na mesma estimativa para todo x inteiro, pois �(2k�1) = �(2k).�Corol�ario 1.3: Seja f : N ! [0;+1) uma fun�
~ao de
res
ente. A s�erieXp primo f(p)
onverge se e somente se a s�erie 1Xn=2 f(n)logn
onverge. Em parti
ular, Xp primo 1p = +1:Deixamos a demonstra�
~ao deste 
orol�ario 
omo exer
��
io.39



Uma aproxima�
~ao mais pre
isa para �(x) �e dada porLi(x) = Z x0 dtlog t ;onde tomamos o valor prin
ipal desta integral, ou seja,Li(x) = lim"!0Z 1�"" dtlog t + Z x1+" dtlog t ;
laramente limx!1 Li(x)log(x)=x = 1:Sabe-se entretanto que j�(x)� Li(x)j � Cxe�a(log x)3=5(log log x)�1=5para algum valor das 
onstantes a e C (independente de x). Em parti
ular, para qualquerk > 0 existe C > 0 tal que,para todo x,j�(x)� Li(x)j � C x(log x)k ;o que mostra que Li(x) (e mesmo x=(log x � 1)) �e uma aproxima�
~ao de �(x) bem melhor doque x= logx.A hip�otese de Riemann, j�a men
ionada, equivale a dizer que para todo " > 0 existe C 
omj�(x)� Li(x)j � Cx1=2+";ningu�em sabe demonstrar que esta estimativa seja 
orreta sequer para algum valor de " < 1=2.A hip�otese de Riemann tamb�em impli
a que existe C 
omj�(x)� Li(x)j � Cx1=2 logx;o que daria uma estimativa para o tamanho deste erro muito melhor de que as que se sabedemonstrar. Por outro lado, sabe-se demonstrar que n~ao pode existir nenhuma estimativamuito melhor do que esta para j�(x) � Li(x)j: existe uma 
onstante C > 0 e inteiros x1 e x2arbitrariamente grandes 
om�(x1)� Li(x1) < �Cpx1 log log log x1log x1 ;�(x2)� Li(x2) > Cpx2 log log logx2logx2 :40



2 Outros resultados e 
onje
turas sobre primosNesta se�
~ao veremos o enun
iado de alguns resultados 
l�assi
os sobre n�umeros primos. Tamb�emveremos v�arios problemas em aberto famosos.Teorema 2.1: (Diri
hlet) Dados naturais a; d 
om md
(a; d) = 1, existem in�nitos primos daforma a+ dn (
om n natural).A demonstra�
~ao usual deste teorema usa vari�aveis 
omplexas. Muitos 
asos parti
ularesadmitem demonstra�
~oes elementares mais ou menos simples. O leitor n~ao deve ter di�
uldadeem demonstrar, por exemplo, que existem in�nitos primos da forma 4n + 3 ou 6n+ 5.Existem v�arios re�namentos 
onhe
idos do teorema de Diri
hlet. De�nimos �d;a(x) 
omosendo o n�umero de primos da forma a+ dn no intervalo [2; x℄. De la Vall�ee Poussin provou quelimx!+1�d;a(x)�(x) = 1'(d) ;isto �e, todas as poss��veis 
lasses m�odulo d têm aproximadamente a mesma propor�
~ao de primos.Por outro lado, T
heby
he� observou que para valores pequenos de x �3;2(x) � �3;1(x) e�4;3(x) � �4;1(x) s~ao positivos. Um teorema de Littlewood, entretanto, demonstra que estasfun�
~oes mudam de sinal in�nitas vezes. Em 1957, Lee
h demonstrou que o menor valor de xpara o qual �4;3(x) � �4;1(x) = �1 �e 26861 e em 1978 Bays e Hudson demonstraram que omenor valor de x para o qual �3;2(x)� �3;1(x) = �1 �e 608981813029.Seja p(d; a) o menor primo da forma a+ dn, n inteiro ep(d) = maxfp(d; a) j 0 < a < d;md
(a; d) = 1g:Linnik (1944) provou que existe L > 1 
om p(d) < dL para todo d su�
ientemente grande. Amelhor estimativa 
onhe
ida para L �e L � 5; 5, devida a Heath-Brown (1992), que tamb�em
onje
turou que p(d) � Cd(log d)2:Por outro lado, n~ao se sabe demonstrar que existam in�nitos primos da forma n2+1; ali�as,n~ao existe nenhum polinômio P em uma vari�avel e de grau maior que 1 para o qual se saiba41



demonstrar que existem in�nitos primos da forma P (n), n 2 Z. Por outro lado, existem muitospolinômios em mais de uma vari�avel que assumem in�nitos valores primos: por exemplo, prova-se fa
ilmente que todo primo da forma 4n+1 pode ser es
rito tamb�em na forma a2+b2, a; b 2 Z.Por outro lado, Friedlander e Iwanie
 provaram re
entemente um resultado muito mais dif��
il:que existem in�nitos primos da forma a2 + b4.Um dos problemas em aberto mais famosos da matem�ati
a �e a 
onje
tura de Goldba
h: todon�umero par maior ou igual a 4 �e a soma de dois primos. Chen demonstrou que todo n�umeropar su�
ientemente grande �e a soma de um primo 
om um n�umero 
om no m�aximo dois fatoresprimos. Vinogradov demonstrou que todo ��mpar su�
ientemente grande (por exemplo, maiordo que 3315) �e uma soma de três primos.Quando p e p + 2 s~ao ambos primos, dizemos que eles s~ao primos gêmeos. Conje
tura-se,mas n~ao se sabe demonstrar, que existem in�nitos primos gêmeos. Brun, por outro lado, provouque primos gêmeos s~ao es
assos no seguinte sentido: se �2(x) �e o n�umero de pares de primosgêmeos at�e x ent~ao �2(x) < 100x(logx)2para x su�entemente grande. Em parti
ular,Xp primo gêmeo 1p < +1:A
redita-se que �2(x) seja assint�oti
o a Cx=(log x)2 para alguma 
onstante positiva C. Deixa-mos 
omo exer
��
io provar a seguinte 
ara
teriza�
~ao de primos gêmeos devida a Clement. Sejan � 2; os inteiros n e n+ 2 s~ao ambos primos se e somente se4((n� 1)! + 1) + n � 0 (mod n(n + 2)):Seja pn o n-�esimo n�umero primo. O teorema dos n�umeros primos equivale a dizer quelimn!1 pnn logn = 1:Por outro lado, sabe-se muito pou
o sobre o 
omportamento da fun�
~ao dn = pn+1 � pn. Porexemplo, a 
onje
tura de que existem in�nitos primos gêmeos equivale a dizer que lim inf dn = 2.42



N~ao se sabe provar nem que L = lim inf dnlog pn = 0;Erd�os provou que L < 1 e Maier que L � 0; 248. Erd�os tamb�em provou que o 
onjunto dospontos de a
umula�
~ao de dn= log pn tem medida positiva. Por outro lado, �e um teorema 
l�assi
o,
onhe
ido 
omo postulado de Bertrand, que sempre existe pelo menos um primo entre m e 2m,ou seja, dn < pn. Em 1931, Westzynthius provou quelim sup dnlog pn =1;e em 1963 Rankin, 
ompletando um trabalho de Erd�os, mostrou quelim sup dn(log log log pn)2log pn log log pn log log log log pn � e
 � 1; 78107onde 
 �e a 
onstante de Euler-Mas
heroni,
 = limn!1�1 + 12 + � � �+ 1n � logn� � 0; 5772156649;este resultado foi melhorado posteriormente por Pomeran
e e Pintz, que provou que o ladoesquerdo �e maior ou igual a 2e
 ([Pintz℄). Conje
tura-se quelim sup dn(log pn)2 = Cpara alguma 
onstante positiva C. Outra 
onje
tura famosa �e que sempre h�a pelo menosum primo entre n2 e (n + 1)2. Observamos que a primeira vez que dn > 1000 o
orre parapn = 1693182318746371, quando dn = 1132, o que foi des
oberto re
entemente por T. Ni
ely eD. Nyman.Sierpinski provou que existem in�nitos n�umeros naturais k tais que k �2n+1 �e 
omposto paratodo natural n e Riesel provou o mesmo resultado para k �2n�1. Conje
tura-se que os menoresvalores de k 
om as propriedades a
ima s~ao respe
tivamente 78557 e 509203. H�a um projeto
ooperativo, que 
onsiste em pro
urar primos grandes, para demonstrar estas 
onje
turas (vejahttp://vamri.xray.ufl.edu/proths/).O leitor interessado em aprender mais sobre problemas em aberto em teoria dos n�umerospode 
onsultar [Guy℄. 43



3 F�ormulas para primos e testes de primalidadeMen
ionamos na introdu�
~ao deste 
ap��tulo que n~ao se 
onhe
e nenhuma f�ormula simples paragerar primos arbitrariamente grandes. Uma palavra impre
isa mas importante nesta frase �e\simples". Existem f�ormulas que geram n�umeros primos, mas que s~ao t~ao 
ompli
adas que n~aoajudam muito nem a gerar n�umeros primos expli
itamente nem a responder perguntas te�ori
assobre a distribui�
~ao dos primos. Um exemplo de f�ormula para pn, o n-�esimo primo, �epn = 66641� 1log 2 log0��12 + XdjPn�1 �(d)2d � 11A7775 ;onde Pn�1 = p1p2 � � � pn�1; deixamos a demonstra�
~ao a 
argo do leitor. Outra f�ormula �epn = b102n

 � 102n�1b102n�1

;onde 
 = 1Xn=1 pn102n = 0:0203000500000007 : : : :A inutilidade desta �ultima f�ormula vem do fato que para 
al
ular 
 devemos en
ontrar todos osprimos; a f�ormula se tornaria mais interessante se existisse outra interpreta�
~ao para o n�umeroreal 
, o que pare
e muito improv�avel. Por outro lado, existe um n�umero real a > 1 tal queba3n
 �e sempre primo.Um tipo de f�ormula para primos, de 
erta forma mais intrigante, s~ao polinômios de 
o-e�
ientes inteiros em S vari�aveis 
om a seguinte propriedade quase m�agi
a: a interse�
~ao daimagem de NS 
om N �e exatamente o 
onjunto dos n�umeros primos. Note que se tomarmosum ponto de NS \ao a
aso", o valor do polinômio neste ponto quase 
ertamente ser�a negativo;assim, �e dif��
il usar o polinômio para gerar primos. A t��tulo de 
uriosidade, vejamos um exem-plo de polinômio 
om estas propriedades; aqui N = 26, o valor do polinômio �e P , as vari�aveis
44




hamam-se a; b; : : : ; z e A;B; : : : ; N s~ao express~oes auxiliares:P = (k + 2)(1� A2 � B2 � C2 � � � � �N2);A = wz + h+ j � q;B = (gk + 2g + k + 1)(h+ j) + h� z;C = 16(k + 1)3(k + 2)(n+ 1)2 + 1� f 2;D = 2n+ p+ q + z � e;E = e3(e+ 2)(a+ 1)2 + 1� o2;F = (a2 � 1)y2 + 1� x2;G = 16r2y4(a2 � 1) + 1� u2;H = ((a+ u2(u2 � a))2 � 1)(n+ 4dy)2 + 1� (x + 
u)2;I = (a2 � 1)l2 + 1�m2;J = ai + k + 1� l � i;K = n + l + v � y;L = p+ l(a� n� 1) + b(2an + 2a� n2 � 2n� 2)�m;M = q + y(a� p� 1) + s(2ap+ 2a� p2 � 2p� 2)� x;N = z + pl(a� p) + t(2ap� p2 � 1)� pm:Algumas observa�
~oes simples: a �uni
a forma de P ser positivo �e se A = B = � � � = N = 0;neste 
aso seu valor ser�a k + 2. Vemos assim que para produzir um n�umero primo P 
omeste polinômio devemos antes de mais nada tomar k = P � 2. As express~oes auxiliares viramequa�
~oes: 
omo A = 0 temos q = wz + h + j. Assim, dado k para o qual k + 2 �e primo,pre
isamos pro
urar valores para as outras letras que satisfa�
am estas equa�
~oes. Estes valoresde 
erta forma en
odi�
am uma demonstra�
~ao de que P = k + 2 �e primo.4 Testes de primalidade baseados em fatora�
~oes de n� 1Proposi�
~ao 4.1: Seja n > 1. Se para 
ada fator primo q de n � 1 existe um inteiro aq talque an�1q � 1 (mod n) e a(n�1)=qq 6� 1 (mod n) ent~ao n �e primo.45



Dem: Seja qkq a maior potên
ia de q que divide n � 1. A ordem de aq em (Z=(n))� �e umm�ultiplo de qkq , donde '(n) �e um m�ultiplo de qkq . Como isto vale para todo fator primo q den� 1, '(n) �e um m�ultiplo de n� 1 e n �e primo. �Proposi�
~ao 4.2: (Po
klington) Se n� 1 = qkR onde q �e primo e existe um inteiro a tal quean�1 � 1 (mod n) e md
(a(n�1)=q � 1; n) = 1 ent~ao qualquer fator primo de n �e 
ongruo a 1m�odulo qk.Dem: Se p �e um fator primo de n ent~ao an�1 � 1 (mod p) e p n~ao divide a(n�1)=q � 1, dondeordp a, a ordem de a m�odulo p, divide n� 1 mas n~ao divide (n� 1)=q. Assim, qkj ordp ajp� 1,donde p � 1 (mod q)k. �Corol�ario 4.3: Se n� 1 = FR, 
om F > R e para todo fator primo q de F existe a > 1 talque an�1 � 1 (mod n) e md
(a(n�1)=q � 1; n) = 1 ent~ao n �e primo.Dem: Seja q um fator primo de F e qk a maior potên
ia de q que divide F ; pela proposi�
~aoanterior, todo fator primo de n deve ser 
ôngruo a 1 m�odulo qk. Como isto vale para qualquerfator primo de F , segue que qualquer fator primo de n deve ser 
ôngruo a 1 m�odulo F . ComoF > pn, isto impli
a que n �e primo. �De fato, basta 
onhe
er um 
onjunto de fatores primos 
ujo produto seja maior do que(n � 1)1=3 para, usando o resultado de Po
klington, tentar demonstrar a primalidade de n (oque deixamos 
omo exer
��
io). Os seguintes 
rit�erios 
l�assi
os s~ao 
onseq�uên
ias diretas dasproposi�
~oes a
ima.Fermat 
onje
turou que todo n�umero da forma Fn = 22n + 1 fosse primo e veri�
ou a
onje
tura para n � 4. Observe que 2n + 1 (e em geral an + 1 
om a � 2) n~ao �e primo sen n~ao �e uma potên
ia de 2: se p �e um fator primo ��mpar de n, podemos es
rever an + 1 =bp+1 = (b+1)(bp�1� bp�2+ � � �+ b2� b+1) onde b = an=p. Euler mostraria mais tarde que F5n~ao �e primo (temos F5 = 4294967297 = 641 � 6700417) e j�a se demonstrou que Fn �e 
ompostopara v�arios outros valores de n; nenhum outro primo da forma Fn = 22n + 1 �e 
onhe
ido, masse 
onhe
em muitos primos (alguns bastante grandes) da forma a2n + 1, que s~ao 
onhe
idos
omo primos de Fermat generalizados. O teste a seguir mostra 
omo testar e�
ientemente aprimalidade de Fn. 46



Corol�ario 4.4: (Teste de P�epin) Seja Fn = 22n+1; Fn �e primo se e somente se 3(Fn�1)=2 � �1(mod Fn).Dem: Se 3(Fn�1)=2 � �1 (mod Fn) ent~ao a primalidade de Fn segue da Proposi�
~ao 4.1. Poroutro lado, se Fn �e primo ent~ao 3(Fn�1)=2 � ( 3Fn ) = (Fn3 ) = (23) = �1 (mod Fn). �Corol�ario 4.5: (Teorema de Proth; 1878) Seja n = h � 2k + 1 
om 2k > h. Ent~ao n �e primose e somente se existe um inteiro a 
om a(n�1)=2 � �1 (mod n).Dem: Se n �e primo, podemos tomar a qualquer 
om ( an) = �1; ou seja, metade dos inteirosentre 1 e n� 1 serve 
omo a. A re
��pro
a segue do Corol�ario 4.3 
om F = 2k. �Corol�ario 4.6: Se n = h � qk + 1 
om q primo e qk > h. Ent~ao n �e primo se e somente seexiste um inteiro a 
om an�1 � 1 (mod n) e md
(a(n�1)=q � 1; n) = 1.Dem: Se n �e primo, podemos tomar a qualquer que n~ao seja da forma xq m�odulo n; ou seja,uma propor�
~ao de (q� 1)=q dentre inteiros entre 1 e n� 1 serve 
omo a. A re
��pro
a segue doCorol�ario 4.3 
om F = qk. �Uma expressiva maioria entre os 100 maiores primos 
onhe
idos est~ao nas 
ondi�
~oes doteorema de Proth (ver tabelas). Isto se deve ao fato de primos desta forma serem freq�uentes(mais freq�uentes do que, por exemplo, primos de Mersenne) e que sua primalidade �e fa
ilmentedemonstrada usando este resultado.5 Primos de MersenneUm n�umero de Mersenne �e um n�umero da forma Mp = 2p � 1. Os 5 maiores n�umeros primos
onhe
idos atualmente s~ao primos de Mersenne. O maior deles �e 213466917 � 1, des
oberto em14/11/2001. Este �e um dos dois primos 
onhe
idos 
om mais de um milh~ao de d��gitos. Ooutro �e 26972593�1 (tamb�em primo de Mersenne). Ambos foram des
obertos pelo GIMPS (vejawww.mersenne.org). O 
rit�erio de Lu
as-Lehmer, que apresentaremos nesta se�
~ao, �e um dosfatores para que isso o
orra pois forne
e um teste de primalidade bastante r�apido para n�umerosde Mersenne. Vejamos primeiramente que 2p�1 s�o tem 
han
e de ser primo quando p �e primo.Proposi�
~ao 5.1: Se 2n � 1 �e primo ent~ao n �e primo.47



Dem: Se n = ab 
om a; b � 2 ent~ao 1 < 2a�1 < 2n�1 e 2n�1 = 2ab�1 = (2a)b�1 � 1b�1 = 0(mod 2a � 1) e 2n � 1 �e 
omposto. �Por outro lado, n~ao se sabe demonstrar nem que existam in�nitos primos de Mersenne nemque existem in�nitos primos p para os quais Mp �e 
omposto. Conje
tura-se, entretanto, queexistam in�nitos primos p para os quais Mp �e primo e que, se pn �e o n-�esimo primo deste tipo,temos 0 < A < log pnn < B < +1para 
onstantes A e B. Existem algumas 
onje
turas mais pre
isas quanto ao valor delimn!1 nppn;Eberhart 
onje
tura que este limite exista e seja igual a 3=2; Wagsta� por outro lado 
onje
turaque o limite seja 2e�
 � 1; 4757613971onde 
 �e a j�a men
ionada 
onstante de Euler-Mas
heroni.Primos de Mersenne s~ao interessantes tamb�em por 
ausa de n�umeros perfeitos. Dado n 2 N� ,de�nimos �(n) =Xdjn d;a soma dos divisores (positivos) de n. Pelo teorema fundamental da aritm�eti
a demonstramosfa
ilmente que se n = pe11 pe22 � � � pemm ;
om p1 < p2 < � � � < pm ent~ao�(n) = (1 + p1 + � � �+ pe11 ) � � � (1 + pm + � � �+ pemm )= pe1+11 � 1p1 � 1 � � � pem+1m � 1pm � 1 :Em parti
ular, se (a; b) = 1 ent~ao �(ab) = �(a)�(b). Um inteiro positivo n �e dito perfeito se�(n) = 2n; os primeiros n�umeros perfeitos s~ao 6, 28 e 496. Nosso pr�oximo resultado 
ara
terizaos n�umeros perfeitos pares. 48



Proposi�
~ao 5.2: Se Mp �e um primo de Mersenne ent~ao 2p�1Mp �e perfeito. Al�em disso, todon�umero perfeito par �e da 2p�1Mp para algum primo p, sendo Mp um primo de Mersenne.Dem: Se Mp �e primo ent~ao�(2p�1Mp) = (2p � 1)(Mp + 1) = 2 � 2p�1Mp:Por outro lado seja n = 2kb, 
om k > 0 e b ��mpar, um n�umero perfeito par. Temos �(n) =2n = �(2k)�(b) donde 2k+1b = (2k+1 � 1)�(b) � (2k+1 � 1)(b + 1), valendo a igualdade apenasse b for primo. Desta desigualdade temos b � 2k+1 � 1. Por outro lado, 
omo (2k+1 � 1)j2k+1be (2k+1 � 1; 2k+1) = 1, temos (2k+1 � 1)jb e 2k+1 � 1 � b. Assim b = 2k+1 � 1 e 2k+1b =(2k+1 � 1)(b + 1), donde b �e primo. Pela proposi�
~ao 3.9, p = k + 1 �e primo, b = Mp en = 2p�1Mp. �Por outro lado, um dos problemas em aberto mais antigos da matem�ati
a �e o da existên
iade n�umeros perfeitos ��mpares. Sabe-se apenas que um n�umero perfeito ��mpar, se existir, deveser muito grande (mais de 300 algarismos) e satisfazer simultaneamente v�arias 
ondi�
~oes 
om-pli
adas.Conje
tura 5.3: N~ao existe nenhum n�umero perfeito ��mpar.Nosso pr�oximo resultado �e o 
rit�erio de Lu
as-Lehmer, a base dos algoritmos que testampara grandes valores de p se 2p � 1 �e ou n~ao primo:Teorema 5.4: Seja S a seq�uên
ia de�nida por S0 = 4, Sk+1 = S2k � 2 para todo natural k.Seja n > 2; Mn = 2n � 1 �e primo se e somente se Sn�2 �e m�ultiplo de Mn.Dem: Observemos ini
ialmente queSn = (2 +p3)2n + (2�p3)2npara todo natural n. A demonstra�
~ao por indu�
~ao �e simples: 
laramente S0 = 4 = (2+p3)20 +(2�p3)20 eSk+1 = S2k � 2 = ((2 +p3)2k + (2�p3)2k)2 � 2= ((2 +p3)2k)2 + 2 � (2 +p3)2k � (2�p3)2k + ((2�p3)2k)2 � 2= (2 +p3)2k+1 + (2�p3)2k+1:49



Suponha por absurdo que Mnj(2+p3)2n�2 +(2�p3)2n�2 e que Mn seja 
omposto, 
om umfator primo q 
om q2 < Mn. Teremos (2+p3)2n�2 +(2�p3)2n�2 � 0 (mod q) donde, no grupomultipli
ativoG = (Z=(q)[p3℄)�, temos (2+p3)2n�2 = �(2�p3)2n�2 : Como 2�p3 = (2+p3)�1esta equa�
~ao pode ser rees
rita 
omo (2 +p3)2n�1 = �1 (ainda em G), o que signi�
a que aordem de 2 + p3 em G �e exatamente 2n. Isto �e um absurdo, pois o n�umero de elementos deG �e apenas q2 � 1 < 2n. Fi
a portanto demonstrado que se Sn�2 �e m�ultiplo de Mn ent~ao Mn �eprimo.Suponha agora Mn primo, n > 2. Lembramos que n �e um primo ��mpar. Por re
ipro
idadequadr�ati
a temos ( 3Mn ) = �(Mn3 ) = �1, pois 3 � Mn � �1 (mod 4) e Mn � 1 (mod 3).Assim, 3 n~ao �e um quadrado em Z=(Mp) e K = Z=(Mp)[p3℄ �e um 
orpo de ordem M2n. Al�emdisso, 3mn�12 = ( 3Mn ) = �1 em K. Queremos provar que (2 + p3)2n�2 + (2 � p3)2n�2 � 0(mod M)p, ou seja, que �e igual a 0 em K. Isto equivale a demonstrarmos que temos (2 +p3)2n�2 = �(2 � p3)2n�2 em K, o que pode ser rees
rito 
omo (2 + p3)2n�1 = �1; devemosportanto provar que a ordem de 2 + p3 �e exatamente 2n. Note que 2n = Mn + 1 donde(2 + p3)2n = (2 +p3)Mn(2 +p3) = (2 � p3)(2 +p3) = 1 (note que, em K, (2 + p3)Mn =(2Mn +p3)Mn = 2 + 3Mn�12 � p3 = 2�p3); assim �e 
laro que a ordem de 2 +p3 �e um divisorde 2n.Como K� tem M2n � 1 = 2n+1(2n�1 � 1) elementos, devemos provar que 2 +p3 n~ao �e umaquarta potên
ia em K. Note que (2 + p3)2n = 1 demonstra que 2 + p3 �e um quadrado, oque ali�as pode ser visto mais diretamente: 2 +p3 = (1 +p3)2=2 e 2 = 2n+1 = 2(n+1)2 �e umaquarta potên
ia em K. Resta-nos assim demonstrar que �(1 +p3) n~ao s~ao quadrados em K.Suponha por absurdo que �(1 +p3) = (a+ bp3)2, 
om � = �1; temos �(1�p3) = (a� bp3)2e, multipli
ando, �2 = (a2 � 3b2)2, o que signi�
a que �2 �e um quadrado m�odulo Mn (pois ae b s~ao inteiros). Isto, entretanto, �e 
laramente falso: ( �2Mn ) = ( �1Mn )( 2Mn ) = �1 � 1 = �1, poisMn � 3 (mod 4) e j�a vimos que 2 �e um quadrado m�odulo Mp. Isto 
on
lui a demonstra�
~ao.�Mesmo quando Mp n~ao �e primo, podemos garantir que seus fatores primos ser~ao de 
ertasformas espe
iais. Isto �e muito �util quando pro
uramos primos de Mersenne pois podemoseliminar alguns expoentes en
ontrando fatores primos de Mp. Isto tamb�em pode ser �util para50




onje
turarmos quanto �a \probabilidade" de Mp ser primo, ou, mais pre
isamente, quanto �adistribui�
~ao dos primos de Mersenne.Proposi�
~ao 5.5: Sejam p > 2 e q primos 
om q um divisor de Mp. Ent~ao q � 1 (mod p) eq � �1 (mod 8).Dem: Se q divide Mp ent~ao 2p � 1 (mod q), o que signi�
a que a ordem de 2 m�odulo q �ep (pois p �e primo). Isto signi�
a que p �e um divisor de q � 1, ou seja, que q � 1 (mod p).Por outro lado, 2 � 2p+1 = (2(p+1)=2)2 (mod q), donde (2q ) = 1, o que signi�
a que q � �1(mod 8). �Os v�arios valores de p para os quais a primalidade de Mp foi testada sugerem que para aampla maioria dos valores de p, Mp n~ao �e primo. Isto �e apenas uma 
onje
tura: n~ao se sabedemonstrar sequer que existem in�nitos primos p para os quaisMp seja 
omposto. Vamos agoraver uma proposi�
~ao que serve para garantir que para 
ertos valores espe
iais de p, alguns muitograndes, Mp n~ao �e primo.Proposi�
~ao 5.6: Seja p primo, p � 3 (mod 4). Ent~ao 2p+ 1 �e primo se e somente se 2p+ 1divide Mp.Dem: Se q �e primo ent~ao Mp = 2p � 1 = 2(q�1)=2 � 1 � (2q )� 1 (mod q). Mas p � 3 (mod 4)signi�
a que q � 7 (mod 8), donde (2q ) = 1. Assim, Mp � 0 (mod q), o que demonstra umadas impli
a�
~oes da proposi�
~ao.Por outro lado, se 2p+1 n~ao �e primo tem fatores primos r 
om r 6� 1 (mod p) (pois r < p).Se 2p+1 dividisseMp, r seria um fator primo de Mp, 
ontrariando a proposi�
~ao anterior. �Os primos p para os quais 2p+1 �e primo s~ao 
hamados de primos de Sophie Germain. Algunsprimos de Sophie Germain bastante grandes s~ao 
onhe
idos, 
omo p0 = 18458709 � 232611 � 1;assim, pela proposi�
~ao anterior, Mp0 �e 
omposto. Sabe-se tamb�em que se �SG(x) denota on�umero de primos de Sophie Germain menores do que x ent~ao existe C tal que para todo x�SG(x) < C x(log x)2 :A
redita-se que �SG(x) seja assint�oti
o a 
x=(log x)2 para algum 
 > 0 mas n~ao se sabe de-monstrar sequer que existem in�nitos primos de Sophie Germain.51
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CAP�ITULO 3Fra�
~oes Cont��nuas, Representa�
~oes de N�umerose Aproxima�
~oes
Introdu�
~aoA teoria de fra�
~oes 
ont��nuas �e um dos mais belos temas da matem�ati
a elementar, sendoainda hoje assunto de pesquisa re
ente (in
luindo a do autor destas linhas). O objetivo desteartigo �e servir 
omo referên
ia did�ati
a em português a n��vel se
und�ario sobre o assunto.Nas in
lus~oes N � Z � Q � R a passagem de Q para R �e sem d�uvida a mais 
ompli
ada
on
eitualmente, e a representa�
~ao de um n�umero real est�a diretamente ligada �a pr�opria no�
~aode n�umero real.De fato, o 
on
eito de n�umero natural �e quase um 
on
eito primitivo no ensino se
und�ario.J�a um n�umero inteiro �e um n�umero natural 
om um sinal que pode ser + ou � , e um n�umerora
ional �e a raz~ao entre um n�umero inteiro e um natural n~ao nulo. Por outro lado, dizer o que�e um n�umero real �e tarefa bem mais 
ompli
ada, mas h�a 
oisas que podemos dizer sobre eles.Uma propriedade essen
ial de R �e que todo n�umero real pode ser bem aproximado por n�umerosra
ionais. Efetivamente, dado x 2 R, existe k 2 Z (k = [x℄) tal que 0 � x � k < 1. Podemoses
rever a representa�
~ao de
imal de x�k = 0, a1a2 : : : an : : : , ai 2 f0; 1; : : : ; 9g, o que signi�
aque se rn = an+10 �an�1+100 �an�2+ � � �+10n�1 �a1, ent~ao rn10n � x�k < rn + 110n , e portantok + rn10n �e uma boa aproxima�
~ao ra
ional de x, no sentido que o erro ���x� �k + rn10n ���� �e menorque 110n , que �e um n�umero bem pequeno se n for grande. A representa�
~ao de
imal de umn�umero real forne
e pois uma seq�uên
ia de aproxima�
~oes por ra
ionais 
ujos denominadoress~ao potên
ias de 10.Dado qualquer x 2 R e q natural n~ao nulo existe p 2 Z tal que pq � x < p+ 1q , e por-tanto ����x� pq ���� < 1q e ����x� p+ 1q ���� � 1q . Em parti
ular h�a aproxima�
~oes de x por ra
ionais 
om54



denominador q 
om erro menor que 1q . A representa�
~ao de
imal de x equivale a dar essasaproxima�
~oes para os denominadores q que s~ao potên
ias de 10, e tem m�eritos 
omo sua prati-
idade para efetuar 
�al
ulos que a fazem a mais popular das representa�
~oes dos n�umeros reais.Por outro lado, envolve a es
olha arbitr�aria da base 10, e o
ulta freq�uentemente aproxima�
~oesra
ionais de x muito mais e�
ientes do que as que exibe. Por exemplo,����� � 227 ���� < 1700 < ����� � 314100���� e ����� � 355113���� < 13000000 < ����� � 31415921000000����mostram que 227 e 355113 s~ao melhores aproxima�
~oes de � que aproxima�
~oes de
imais 
om de-nominadores muito maiores, e de fato s~ao aproxima�
~oes muito mais espeta
ulares do que sepodia esperar.O objetivo deste artigo �e apresentar uma outra maneira de representar n�umeros reais, quesempre forne
e aproxima�
~oes ra
ionais surpreendentemente boas, e de fato forne
e todas es-sas aproxima�
~oes ex
ep
ionalmente boas, al�em de ser natural e 
on
eitualmente simples: arepresenta�
~ao por fra�
~oes 
ont��nuas.Dado x 2 R, de�nimos [x℄ 
omo o �uni
o inteiro tal que [x℄ � x < [x℄ + 1. De�nimosre
ursivamente�0 = x; an = [�n℄; e, se �n 2 Z; �n+1 = 1�n � an ; para todo n 2 N:Se, para algum n, �n = an temosx = �0 = a0 + 1a1 + 1a2 + � � �+ 1an =: [a0; a1; a2; : : : ; an℄:Sen~ao denotamos x = a0 + 1a1 + 1a2 + : : : =: [a0; a1; a2; : : : ℄:O sentido dessa �ultima nota�
~ao �
ar�a 
laro mais tarde. A representa�
~ao a
ima se 
hama arepresenta�
~ao por fra�
~oes 
ont��nuas de x.Curiosidade: O denominador da n-�esima aproxima�
~ao em base B de um n�umero real �e Bn.55



J�a o denominador qn da n-�esima aproxima�
~ao por fra�
~ao 
ont��nua de x depende de x. Apesardisso, para quase todo real x, npqn 
onverge a e�2=12 ln 2 = 3; 27582291872 : : : (meu n�umero realpreferido!) e ns����x� pnqn ���� 
onverge a e��2=6 ln 2 = 0; 093187822954 : : : .Observa�
~ao: Os �n (
omo fun�
~oes de x) s~ao fun�
~oes distintas do tipo ax+ b
x+ d 
om a; b; 
; dinteiros. Se a fra�
~ao 
ont��nua de x �e peri�odi
a, ou seja, se �n+k = �n, n 2 N , k 2 N� , ent~ao xser�a raiz de uma equa�
~ao do segundo grau 
om 
oe�
ientes inteiros, ou seja, ser�a um irra
ionalda forma r+ps, r; s 2 Q . A re
��pro
a �e verdadeira (de fato j�a foi enun
iada no artigo de Jos�ePaulo Carneiro na RPN, ver referên
ias), mas sua prova �e mais dif��
il, e ser�a apresentada noApêndi
e.Se x 2 Q , sua representa�
~ao ser�a �nita, e seus 
oe�
ientes an vêm do algoritmo de Eu
lides:x = pq ; q > 0 p = a0q + r0 0 � r0 < qq = a1r0 + r1 0 � r1 < r0r0 = a2r1 + r2 0 � r2 < r1... ...rn�2 = anrn�1Isso j�a �e uma vantagem da representa�
~ao por fra�
~oes 
ont��nuas (al�em de n~ao dependerde es
olhas arti�
iais de base), pois o re
onhe
imento de ra
ionais �e mais simples que narepresenta�
~ao de
imal.1 Reduzidas e boas aproxima�
~oesSeja x = [a0; a1; a2; : : : ℄. Sejam pn 2 Z, qn 2 N� primos entre si tais que pnqn = [a0; a1; a2; : : : ; an℄,n � 0. O seguinte resultado ser�a fundamental no que seguir�a.Proposi�
~ao 1.1: (pn) e (qn) satisfazem a re
orrên
ia pn+2 = an+2pn+1 + pn , e qn+2 =an+2qn+1 + qn , para todo n � 0. Temos ainda p0 = a0 , p1 = a0a1 + 1, q0 = 1, q1 = a1 .56



Al�em disso, pn+1 qn � pn qn+1 = (�1)n, 8n � 0.Dem: Por indu�
~ao em n, provaremos que se tk > 0, para k > 1 ent~ao [t0; t1; t2; : : : ; tn℄ = xkykonde as seq�uên
ias (xm) e (ym) s~ao de�nidas por x0 = t0 , y0 = 1, x1 = t0t1 + 1, y1 = t0xn+2 = tn+2 xn+1 + xn , yn+2 = tn+2 yn+1 + yn , 8n. Suponha que a a�rma�
~ao seja v�alida parak = n. Para k = n+ 1 temos[t0; t1; t2; : : : ; tn; tn+1℄ = [t0; t1; t2; : : : ; tn + 1tn+1 ℄ == �tn + 1tn+1 �xn�1 + xn�2�tn + 1tn+1 �yn�1 + yn�2 = tn+1(tnxn�1 + xn�2) + xn�1tn+1(tnyn�1 + yn�2) + yn�1 = tn+1xn + xn�1tn+1yn + yn�1 �Por outro lado as igualdades� p1q0 � p0q1 = (a0a1 + 1)� a0a1 = 1� pn+2qn+1 � pn+1qn+2 = (an+2pn+1 + pn)qn+1�(an+2 qn+1 + qn)pn+1 = �(pn+1qn � pnqn+1)mostram que pn+1 qn � pn qn+1 = (�1)n, 8n 2 N , o que impli
a em parti
ular que os pn , qndados pelas re
orrên
ias a
ima s~ao primos entre si. �Corol�ario 1.2: x = �npn�1 + pn�2�nqn�1 + qn�2 e �n = pn�2 � qn�2�qn�1�� pn�1 , 8n 2 N .Dem: A primeira igualdade �e 
onseq�uên
ia direta da prova, e a segunda �e 
onseq�uên
ia diretada primeira pois x = [a0; a1; a2; : : : ; an�1; �n℄.Note que as reduzidas de ordem par s~ao menores e as de ordem ��mpar maiores que x =[a0; a1; : : : ℄.Teorema 1.3: ����x� pnqn ���� � 1qnqn+1 < 1q2n , 8n 2 N .Al�em disso, ����x� pnqn ���� < 12q2n ou ����x� pn+1qn+1 ���� < 12q2n+1 , 8n 2 N .Dem: x sempre perten
e ao segmento de extremos pnqn e pn+1qn+1 
ujo 
omprimento �e����pn+1qn+1 � pnqn ���� = ���� (�1)nqnqn+1 ���� = 1qnqn+1 ) ����x� pnqn ���� � 1qnqn+1 < 1q2n �57



Al�em disso, se ����x� pnqn ���� � 12q2n e ����x� pn+1qn+1 ���� > 12q2n+1 ;ent~ao 1qnqn+1 = ����x� pnqn ����+ ����x� pn+1qn+1 ���� � 12q2n + 12q2n+1 ) qn+1 = qn ; absurdo. �Observa�
~ao: De fato ����x� pnqn ���� < 1qnqn+1 < 1an+1q2n . Quanto maior for an+1 melhor ser�a aaproxima�
~ao pnqn de x. O pr�oximo resultado nos d�a expli
itamente o erro da aproxima�
~ao de xpor pnqn .Proposi�
~ao 1.4:x� pnqn = (�1)n(�n+1 + �n+1)q2n ; onde �n+1 = qn�1qn = [0; an; an�1; an�2; : : : ; a1℄:Dem: Temos �n+1 = pn�1 � qn�1xqnx� pn . Portanto,�n+1 + �n+1 = pn�1 � qn�1xqnx� pn + qn�1qn = pn�1qn � pnqn�1qn(qnx� pn) = (�1)nqn(qnx� pn) ) x� pnqn == qn(qnx� pn)q2n = (�1)n(�n+1 + �n+1)q2n : �Como apli
a�
~ao podemos provar o seguinte.Teorema 1.5: (Hurwitz, Markov). Para todo � irra
ional, n � 1 temos ������ pq ���� < 1p5q2 parapelo menos um ra
ional pq 2 �pn�1qn�1 ; pnqn ; pn+1qn+1�. Em parti
ular ������ pq ���� < 1p5q2 tem in�nitassolu�
~oes ra
ionais p=q.Dem: Suponha que o teorema seja falso. Ent~ao existe � irra
ional, n � 1 
om �n + �n �p5, �n+1 + �n+1 � p5 e �n+2 + �n+2 � 5. Devemos portanto ter an = an+1 = an+2 = 1 (todoss~ao 
laramente no m�aximo 2, e se algum ak �e igual a 2 
om k 2 fn; n + 1; n + 2g, ter��amosak + �k � 2 + 13 > p5, absurdo.) 58



Seja x = 1=�n+2 e y = �n+1 . As desigualdades a
ima se traduzem em11 + x + 1y � p5; 1 + x + y � p5 e e1x + 11 + y � p5:Temos 1 + x + y � p5) 1 + x � p5� y ) 11 + x + 1y � 1p5� y + 1y = p5y(p5� y)e portanto y(p5� y) � 1) y � p5� 12 � Por outro lado temosx � p5� 1� y ) 1x + 11 + 4 � 1p5� 1� y + 11 + 4 = p5(1 + y)(p5� 1� y)e portanto (1+ y)(p5� 1� y) � 1) y � p5� 12 , e portanto devemos ter y = p5� 12 , o que�e absurdo pois y = �n+1 = qn�1qn 2 Q .Observa�
~ao: Em parti
ular provamos que ������ pq ���� < 1p5q2 tem in�nitas solu�
~oes ra
ionais pq ,para todo � irra
ional. p5 �e o maior n�umero 
om essa propriedade. De fato, se" > 0; � = 1 +p52 e ������ pq ���� < 1(p5 + ")q2 ;temos�����q�1 +p52 �� p����� < 1(p5 + ")q ) �����q�1 +p52 �� p����� �����q�1�p52 �� p����� < ���1�p52 � pq ���p5 + " ;ou seja, jp2 � pq � q2j < �����1 +p52 � pq �p5������(p5 + "):Se q �e grande, 1=q2 �e pequeno, e 1 +p52 � pq �e muito pr�oximo de 0, donde�����1 +p52 � pq �p5������(p5 + ") �e muito pr�oximo de p5p5 + " < 1, absurdo, poisjp2 � pq � q2j � 1 (de fato p2 � pq � q2 �e um inteiro n~ao nulo, pois se p2 � pq � q2 = 0ter��amos �pq�2 � �pq�� 1 = 0) pq 2 �1 +p52 ; 1�p52 �;59



absurdo, pois pq 2 Q .)Outra maneira de ver que, para todo " > 0, �����1 +p52 � pq ����� < 1(p5 + ")q2 tem apenas umn�umero �nito de solu�
~oes pq 2 Z �e observar que as melhores aproxima�
~oes ra
ionais de 1 +p52s~ao as reduzidas pnqn de sua fra�
~ao 
ont��nua [1; 1; 1; 1; : : : ℄ (ver se�
~ao 2 e exemplos), para as quaistemos �����1 +p52 � pnqn ����� = 1(�n+1 + �n+1)q2n , 
om �n+1 + �n+1 se aproximando 
ada vez mais de[1; 1; 1; 1; : : : ℄ + [0; 1:1:1: : : : ℄ = 1 +p52 + p5� 12 = p5:Exemplos:� � = [3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; 1; 14; 2; 1; : : : ℄, portantop0q0 = 3, p1q1 = 227 , p2q2 = 333106 , p3q3 = 355113 : : :� e = [2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; 1; 8; : : : ; 1; 1; 2n; : : : ℄ (isso n~ao �e f�a
il de provar.)� p2 = [1; 2; 2; 2; : : : ℄ poisp2 = 1 + 1p2 + 1 = 1 + 12 + 1p2 + 1 = 1 + 12 + 12 + 1p2 + 1 = � � �1 +p52 = [1; 1; 1; 1; : : : ℄ pois 1 +p52 = 1 + 1 +p52 = 1 + 1 +p52 + 1 +p52 = � � �Isto prova em parti
ular que p2 e 1 +p52 s~ao irra
ionais, pois sua fra�
~ao 
ont��nua �ein�nita.2 Boas aproxima�
~oes s~ao reduzidasO pr�oximo teorema (e seu Corol�ario 2) 
ara
teriza as reduzidas em termo do erro reduzido daaproxima�
~ao de x por p=q, o qual �e, por de�ni�
~ao, a raz~ao entre jx� p=qj e o erro m�aximo da
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aproxima�
~ao por falta 
om denominador q, que �e 1=q. Assim, o erro reduzido da aproxima�
~aode x por p=q �e jqx� pj.Teorema 2.1: jqnx � pnj < jqx � pj, 8 p; q 2 Z, 0 < q < qn pq 6= pnqn �. Al�em disso,jqnx� pnj � jqx� pj, 8 p; q 2 Z, 0 < q < qn+1 .Dem: ����pq � pnqn ���� � 1qqn > 1qnqn+1 se q < qn+1 , e assim pq est�a fora do intervalo �pnqn ; pn+1qn+1�.Portanto ����x� pq ���� � min�����pq � pnqn ���� ; ����pq � pn+1qn+1 ���� � � 1qqn+1 ) jqx� pj� 1qn+1 � jqnx� pnj:Al�em disso, se vale a igualdade, ent~ao x = pn+1qn+1 , donde an+1 � 2, e qn+1 > 2qn , pois numafra�
~ao 
ont��nua �nita, 
omo no algoritmo de Eu
lides, o �ultimo 
oe�
iente an �e sempre maiorque 1. Nesse 
aso, se q < qn , teremos����x� pq ���� � ����x� pnqn ����� ����pn+1qn+1 � pnqn ���� � 1qqn � 1qnqn+1 = qn+1 � qqqnqn+1> 1qqn+1 ) jqx� pj > 1qn+1 � jqnx� pnj:Corol�ario 2.2: ����x� pnqn ���� < ����x� pq ����, 8 q < qn .Corol�ario 2.3: Se jqx� pj < jq0x� p0j, 8 q0 � q, pq 6= q0q0 ent~ao p=q �e uma reduzida da fra�
~ao
ont��nua de x.Dem: Tome n tal que qn � q < qn+1 .Teremos jqnx� pnj � jqx� pj, e portanto p=q = pn=qn . �Teorema 2.4: Se ����x� pq ���� < 12q2 ent~ao pq �e uma reduzida da fra�
~ao 
ont��nua de x.Dem: Seja n tal que qn < q � qn+1 . Suponha que pq 6= pn+1qn+1 . Ent~ao, temos duas possibilidades:
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a) q � qn+12 ) ����x� pq ���� � 1qqn+1 � 12q2 .b) q < qn+12 ) qn+1 > 2qn ) ����x� pq ���� � ����pnqn � pq ���� � ����pnmqnm � pnqn ���� � 1qqn � 1qnqn+1 =qn+1 � qqqnqn+1 > 12qqn > 12q2 .3 Fra�
~oes 
ont��nuas peri�odi
asNesta se�
~ao provaremos que os n�umeros reais 
om fra�
~ao 
ont��nua peri�odi
a s~ao exatamente asra��zes de equa�
~oes do segundo grau 
om 
oe�
ientes inteiros.Lembramos que na representa�
~ao de x por fra�
~ao 
ont��nua, an , �n s~ao de�nidos por re
urs~aopor �0 = x; an = [�n℄; �n+1 = 1�n � an �E temos �n = pn�2 � qn�2xqn�1x� pn�1 ; 8n 2 N :Isso d�a uma prova expl��
ita do fato de que se a fra�
~ao 
ont��nua de x �e peri�odi
a, ent~aox �e raiz de uma equa�
~ao do segundo grau 
om 
oe�
ientes inteiros. De fato, se �n+k = �n ,n 2 N , k 2 N� ent~aopn�2 � qn�2xqn�1x� pn�1 = pn+k�2 � qn+k�2xqn+k�1x� pn+k�1 ) (qn�1 qn+k�2 � qn�2 qn+k�1)x2+ (pn+k�1 qn�2 + pn�2 qn+k�1 � pn+k�2 qn�1 � pn�1 qn+k�2)x+ pn�1 pn+k�2 � pn�2 pn+k�1 = 0:Note que o 
oe�
iente de x2 �e n~ao-nulo, pois qn�1qn�2 �e uma fra�
~ao irredut��vel (de fato pn�1qn�2�pn�2qn�1 = (�1)n) de denominador qn�2 e qn+k�1qn+k�2 �e uma fra�
~ao irredutivel de denominadorqn+k�2 > qn�2 , donde qn�1qn�2 6= qn+k�1qn+k�2 ) qn�1 qn+k�2 � qn�2 qn+k�1 6= 0.Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x �e uma irra
ional-idade quadr�ati
a, isto �e, se x �e um irra
ional do tipo r + ps, r; s 2 Q , s > 0 ent~ao a fra�
~ao
ont��nua de x �e peri�odi
a, i.e., existem n 2 N , k 2 N� 
om �n+k = �n . Neste 
aso, existem a,62



b, 
 inteiros tais que ax2 + bx + 
 = 0, 
om b2 � 4a
 > 0 e pb2 � 4a
 irra
ional. Como vimosna se�
~ao 1, x = pn�1�n + pn�2qn�1�n + qn�2 ;e portanto ax2 + bx + 
 = 0) a�pn�1�n + pn�2qn�1�n + qn�2�2 + b�pn�1�n + pn�2qn�1�n + qn�2�+ 
 = 0) An�2n +Bn�n + Cn = 0;onde An = a p2n�1 + b pn�1qn�1 + 
 q2n�1Bn = 2a pn�1pn�2 + b(pn�1qn�2 + pn�2qn�1) + 2
 qn�1qn�2Cn = a p2n�2 + b pn�2qn�2 + 
 q2n�2 :Note que Cn = An�1 . Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < jAnj � M para todon 2 N , e portanto 0 < jCnj �M , 8n 2 N :An = a p2n�1 + b pn�1qn�1 + 
 q2n�1 = a q2n�1�x� pn�1qn�1���x� pn�1qn�1�;onde x e �x s~ao as ra��zes de a;X2 + bX + 
 = 0, mas����x� pn�1qn�1 ���� < 1q2n�1 � 1) jAnj = a q2n�1 ����x� pn�1qn�1 ���� �����x� pn�1qn�1 ����� a�j�x� xj+ ����x� pn�1qn�1 ���� � � a(j�x� xj + 1) =:M:Notemos agora que B2n � 4AnCn = b2 � 4a
, 8n 2 N . De fato, B2n � 4AnCn = (pn�1qn�2 �pn�2qn�1)2(b2 � 4a
) = b2 � 4a
. Portanto, B2n � 4AnCn + b2 � 4a
 = 4M2 + b2 � 4a
) Bn �M 0 = p4M2 + b2 � 4a
; 8n 2 N .Provamos assim que An , Bn e Cn est~ao uniformemente limitados, donde h�a apenas umn�umero �nito de poss��veis equa�
~oes AnX2 +BnX +Cn = 0, e portanto de poss��veis valores de�n . Assim, ne
essariamente �n+k = �n para alguma es
olha de n 2 N , k 2 N� .
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Apli
a�
~ao: A equa�
~ao de Pell.Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equa�
~ao x2�Ay2 = 1, 
om x e y inteiros.Se A �e um quadrado perfeito, digamos a = k2, temos que x2 � Ay2 = (x � ky)(x + ky) = 0admite apenas as solu�
~oes triviais y = 0, x = �1, pois ter��amos x � ky = x + ky = �1. o
aso itneressante �e quando A n~ao �e um quadrado pergeito, e portanto pA �e um irra
ional (defato, se pA = pq , 
om md
(p; q) = 1 e q > 1, ter��amos A = p2q2 o que �e um absurdo, poismd
(p; q) = 1 ) md
(p2; q2) = 1, donde p2=q2 n~ao pode ser inteiro). nesse 
aso, a equa�
~aox2 � Ay2 = 1 �e 
onhe
ida 
omo uma equa�
~ao de Pell . Nosso resultado prin
ipal �e o seguinte:Teorema 3.1: A equa�
~ao x2 � Ay2 = 1 tem in�nitas solu�
~oes inteiras (x; y). Al�em disso, assolu�
~oes 
om x e y inteiros positivos podem ser enumeradas por (xn; yn), n � 0 de modo que,para todo n, xn + ynpA = (x1 + y1pA)n, e portantoxn = (x1 + y1pA)n + (x1 � y1pA)n2 e yn = (x1 + y1pA)n + (x1 � y1pA)n2pA :Observa�
~ao: As seq�uên
ias (xn) e (yn) a
ma satisfazem a re
orrên
ia un+2 = 2x0un+1 � un,8 n � 1.Dem: Observemos ini
ialmente que, se D = fx + ypA j x; y 2 Zg ent~ao N : D ! D,N(x + ypA) = x2 � Ay2 �e uma fun�
~ao multipli
ativa, isto �e,N((x + ypA)(u+ vpA)) = N(x + ypA)N(u + vpA); 8 x; y; u; v 2 Z:De fato,N((x + ypA)(u+ vpA)) = N((xu+ ayv) + (xv + yu)pA) = (xu+ Ayv)2 � A(xv + yu)2= x2u2 + A2y2v2 � A(x2v2 + y2u2) = (x2 � Ay2)(u2 � Av2):Usaremos agora o fato de que, 
omo pA �e irra
ional, a desigualdade jpA� pq j < 1q2 tem in�nitassolu�
~oes ra
ionais p=q. Note que se jpA� pq j < 1q2 ent~aojp2 � Aq2j = jp� qpAjjp+ qpAj = qjpA� pq jjp+ qpAj < q � 1q2 � jp+ qpAj= jpq +pAj � 2pA + jpA� pq j < 2pA+ 1:64



Considerando in�nitos pares de inteiros positivos (pn; qn) 
om jpA� pnqn j < 1q2n , teremos semprejpn � Aq2nj < 2pA + 1, e portanto temos um n�umero �nito de possibilidades para o valor(inteiro) de pn � Aq2n. 
onsequentemente, existe um inteiro k 6= 0 tal que pn � Aq2n = kpara in�nitos valores de n. Obtemos portanto duas seq�uên
ias 
res
entes de pares de inteirospositivos ur); (vr), r 2 N tais que u2r � kv2r = k para todo r.Como h�a apenas jkj2 possibilidades para os pares (ur(mod jkj); vr(mod jkj)), axistem in-teiros a e b e in�nitos valores de r tais que ur � a(mod jkj) e vr � b(mod jkj). Tomamos ent~aor < s 
om as propriedades a
ima. Sejax + ypA = us + vspAur + vrpA = (us + vspA)(ur � vrpA)u2r � Av2r= usur � Avsvrk + �urvs � usvrk �pA:Temos usur � AvsVr � u2r � Av2r = k � 0(mod jkj) e urvs � usvr � ab � ab = 0(mod jkj), eportanto x = usur�Avsvrk e y = urvs�usvrk s~ao inteiros. Por outro lado, (x + ypA)(ur + vrpA) =us + vspA, donde N(x + ypA)N(ur + vrpA) = N(us + vspA). Como N(ur + vrpA) =N(us + vspA) = k, segue que N(x + ypA) = x2 � Ay2 = 1. Al�em disso, 
omo s > r,us + vspA > ur + vrpA, donde x+ ypA = us+vspAur+vrpA > 1.Sejam agora x1; y1 2 Z tais que x1 + y1pA > 1 e x21 � Ay21 = 1 
om x1 + y1pA m��nimo.Temos ent~ao (x1+ y1pA)�1 = x1� y1pA. Vamos mostrar que, se ~x+ ~ypA > 1 e ~x2�A~y2 = 1(
om ~x e ~y inteiros) ent~ao ~x + ~ypA = (x1 + y1pA)n para algum inteiro positivo n. Paraisso, tome n � 1 tal que (x1 + y1pA)n � ~x + ~ypA < (x1 + y1pA)n+1. Temos ent~ao 1 �(~x + ~ypA)(x1 � y1pA)n < x1 + y1pA. Se u + vpA = (~x + ~ypA)(x1 � y1pA)n, 
om u e vinteiros, temos u2 � Av2 = N(u+ vpA) = N(~x + ~ypA)N(x1 � y1pA)n = 1;donde u+ vpA = 1, pela minimalidade de x1 + y1pA, pois 1 � u+ vpA < x1 + y1pA. Note�nalmente que se x e y s~ao inteiros e x2 � Ay2 = 1 ent~ao x + ypA > 1 equivale a termosx e y positivos, pois temos 0 < (x + ypA)�1 = x � ypA < 1, donde x = (x+ypA)+(x�ypA)2 ey = (x+ypA)�(x�ypA)2pA s~ao positivos. �
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CAP�ITULO 4Propriedades Estat��sti
as de Fra�
~oes Cont��nuase Aproxima�
~oes Diofantinas: O Teorema de Khint
hine
Introdu�
~ao:O problema b�asi
o da teoria de aproxima�
~oes diofantinas �e o de estudar boas aproxima�
~oesde n�umeros reais por n�umeros ra
ionais. Uma extens~ao natural desse problema �e o estudo deaproxima�
~oes simultâneas de n n�umeros reais por n�umeros ra
ionais 
om o mesmo denominador.Dado um n�umero irra
ional �, um resultado 
l�assi
o de Diri
hlet (que j�a provamos usandofra�
~oes 
ont��nuas) a�rma que existem in�nitos ra
ionais pq tais que j�� pq j < 1q2 (vejamos outraprova simples: dado N 2 N , 
onsideramos os N + 1 elementos de [0; 1) da forma j� � bj�
,
om 0 � j � N . Como [0; 1) = SN�1k=0 � kN ; k+1N �, existem dois desses elementos, digamosj1�� bj1�
 e j2�� bj2�
 num mesmo intervalo � kN ; k+1N �, e portanto, se j1 < j2, q = j2 � j1 ep = bj2�
� bj1�
, temos 0 < jq�� pj < 1N ) j�� pq j < 1qN � 1q2 ). Hurwitz e Markov provaramque de fato j� � pq j < 1p5q2 tem in�nitas solu�
~oes pq 2 Q , para todo irra
ional �, e que p5 �e amaior 
onstante 
om essa propriedade. Markov ([Ma℄) provou que, para todo 
 < 3, o 
onjuntodos � 2 R tais que j�� pq j < 1
q2 tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes pq 2 Q �e enumer�avel,mas o 
onjunto dos � 2 R tais que j�� pq j < 13q2 tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes temo mesmo 
ardinal que R.Neste artigo, vamos estudar desigualdades do tipoj�� pq j < f(q)q ; (1)onde f : N ! R+ �e uma fun�
~ao de
res
ente, do ponto de vista da teoria da medida. Vamosprovar o teorema de Khint
hine, segundo o qual, se P1q=1 f(q) = +1 ent~ao (1) tem in�nitassolu�
~oes pq 2 Q , para quase todo � 2 R, mas se P1q=1 f(q) < +1 ent~ao (1) tem apenas umn�umero �nito de solu�
~oes pq 2 Q , para quase todo � 2 R.66



Note que do ponto de vista topol�ogi
o a situa�
~ao �e diferente: qualquer que seja a fun�
~aopositiva f , (1) tem in�nitas solu�
~oes pq 2 Q para � 2 Rf , onde Rf �e um 
onjunto residual, i.e.
ont�em (de fato �e) uma interse�
~ao enumer�avel de abertos densos.A prin
ipal t�e
ni
a usada para estudar aproxima�
~oes de n�umeros reais por n�umeros ra
ionaiss~ao as fra�
~oes 
ont��nuas, que forne
em todas as boas aproxima�
~oes de um irra
ional � porra
ionais. As de�ni�
~oes e provas dos resultados a seguir sobre fra�
~oes 
ont��nuas podem seren
ontradas em [Mo℄.Dado � 2 R, de�nimos �0 = �, an = b�n
 e, se �n =2 Z, �n+1 = 1�n�an , para todo n 2 N .Para 
ada n 2 N tomamos pn 2 Z e qn 2 N� primos entre si tais quepnqn = [a0; a1; a2; : : : ; an℄ := a0 + 1a1 + 1a2+...+ 1an :Temos 1(an+1 + 2)q2n < j�� pnqn j < 1an+1q2n � 1q2n ; para todo n 2 N :As seq�uên
ias pn e qn satisfazem pn+1qn�pnqn+1 = (�1)n, 8n � 0. Se j�� pq j < 12q2 ent~ao pq = pnqn ,para algum n 2 N . Por outro lado, para todo n 2 N vale j�� pnqn j < 12q2n ou j�� pn+1qn+1 j < 12q2n+1 .Temospn+2 = an+2pn+1 + pn; qn+2 = an+2qn+1 + qn e � = �n+1pn + pn�1�n+1qn + qn�1 ; para todo n 2 N :A prova que apresentaremos na Se�
~ao 1, baseada no estudo de propriedades estat��sti
as defra�
~oes 
ont��nuas, �e inspirada em 
onversas que tive h�a uns 9 anos 
om o Prof. Ni
olau Cor�
~aoSaldanha sobre o tema.O problema b�asi
o de aproxima�
~oes simultâneas �e o seguinte: dado�1; �2; : : : ; �n 2 R queremos en
ontrar n�umeros ra
ionais p1q ; p2q ; : : : ; pnq tais que j�j� pjq j seja pe-queno para todo j � n. Em geral sempre �e poss��vel en
ontrar ra
ionais tais que j�j�pjq j < 1q1+1=n ,o que estende o teorema de Diri
hlet e pode ser provado de modo an�alogo: dado N 2 N 
on-sideramos os Nn + 1 pontospj = (�1j � b�1j
; �2j � b�2j
; : : : ; �nj � b�nj
); 0 � j � Nn67



no hiper
ubo [0; 1)n. Dividimos [0; 1)n 
omo �SN�1k=0 � kN ; k+1N ��n emNn 
ubos de lado 1N . Haver�ane
essariamente dois pontos pj1 e pj2 num mesmo 
ubo dessa de
omposi�
~ao, e, se j1 < j2,q = j2 � j1, pj = bj2�j
 � bj1�j
, teremos j�j � pjqj j < 1Nqj � 1q1+1=nj , para todo j � n.Infelizmente n~ao h�a um substituto satisfat�orio para a teoria de fra�
~oes 
ont��nuas em di-mens~ao maior que um, mas �e poss��vel provar uma vers~ao n-dimensional do Teorema de Khin-
hine (provada originalmente em [K℄), o que faremos na Se�
~ao 2.Para maiores informa�
~oes sobre aproxima�
~oes diofantinas, veja [C1℄ e [S℄.1 O Teorema de Khint
hine via fra�
~oes 
ont��nuasTeorema 1.1: (Khint
hine) Seja f : N ! R+ uma fun�
~ao de
res
ente tal que h(n) = nf(n) : N !R+ tamb�em seja de
res
ente.a) Se P1n=1 f(n) < +1 ent~ao a equa�
~ao j� � pq j < f(q)q tem apenas um n�umero �nito desolu�
~oes ra
ionais p=q, para quase todo � 2 R=Qb) Se P1n=1 f(n) = +1 ent~ao a equa�
~ao j�� pq j < f(q)q tem um n�umero in�nito de solu�
~oesra
ionais p=q, para quase todo � 2 R=Q .Observa�
~ao: A 
ondi�
~ao de nf(n) ser de
res
ente n~ao �e de fato ne
ess�aria, 
omo veremosna se�
~ao 2, mas simpli�
a a prova. Por outro lado, n~ao podemos retirar a hip�otese de f serde
res
ente (veja [C2℄).Dem:Lema 1.2: Sejam n; k 2 N, e seja [0; a1; a2; : : : ℄ a fra�
~ao 
ont��nua de um n�umero � 2 [0; 1℄. Aprobabilidade de um termo an+1 ser igual a k dado que a1 = k1, a2 = k2; : : : ; an = kn est�a entre1=(k + 1)(k + 2) e 2=k(k + 1), 8 k1; k2; : : : ; kn 2 N� .Dem: Sejam pn�1=qn�1 = [0; a1; a2; : : : ; an�1℄ e pn=qn = [0; a1; a2; : : : ; an�1; an℄. Se � 2 [0; 1℄,� = [0; a1; a2; : : : ; an; �n+1℄, �n+1 2 [1;+1) ent~ao � 2 hpn+pn�1qn+qn�1 ; pnqn�, e, se al�em disso an+1 = k,68



temos � 2 hkpn+pn�1kqn+qn�1 ; (k+1)pn+pn�1(k+1)qn+qn�1 i, e valem as re
��pro
as (as ordens dos extremos dos inter-valos podem estar tro
adas). Os 
omprimentos dos referidos intervalos s~ao, respe
tivamente,1qn(qn+qn�1) e 1(kqn+qn�1)((k+1)qn+qn�1) (pois jpnqn�1 � pn�1qnj = 1), e portanto a raz~ao entre seus
omprimentos �e qn(qn+qn�1)(kqn+qn�1)((k+1)qn+qn�1) = 1+�(k+�)(k+1+�) , onde � = qn�1=qn 2 [0; 1℄. Portanto, araz~ao perten
e a [1=(k + 1)(k + 2); 2=k(k + 1)℄. �Corol�ario 1.3: A probabilidade de an+1 � k, nos termos do Lema a
ima, perten
e a[1=(k + 1); 2=k℄.Lema 1.4: Para quase todo � 2 R existe 
 2 R tal que qn � 
n, para todo n 2 N .Antes de provar o Lema 1.4 vamos mostrar 
omo termina a prova do Teorema de Khint
hine.Suponhamos que �f(n) < 1. Seja 
 = 1+p52 . Se a aproxima�
~ao pn=qn de � �e tal quej�� pnqn j < f(qn)qn ent~ao an+1+2 > 1qnf(qn) > 1
n�1f(
n�1) (pois para todo � 2 R nQ vale qn > 
n�1,8n 2 N). ) an+1 > 1
n�1f(
n+1) � 2. A probabilidade de an+1 � 1
n�1f(
n�1) � 2 =: A(n) �e pelomenos 1� 2A(n) , 8n 2 N (pelo 
orol�ario do Lema 1.2), e a hip�otese de P1n=1 f(n) <1 impli
aque P1n=1 2A(n) <1, por 
ompara�
~ao 
om1Xk=1 
kf(
k) < 

 � 1 1Xk=0(
k+1 � 
k)f(
k+1) < 1Xn=1 f(n) < +1:Temos portanto Q1n=1(1 � 2A(n)) > 0 ) para 
ada " > 0 existe n0 2 N tal que Q1n=n0(1 �2An ) > 1 � ", donde 
om probabilidade total an+1 � A(n) para todo n su�
ientemente grande) j�� pq j < f(q)q tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes.Suponhamos agora que �f(n) = +1, �xemos 
 > 0 e vamos nos restringir ao 
onjunto X
dos � 2 [0; 1℄ tais que qn < 
n para todo n 2 N (a uni~ao dos 
onjuntos X
 para todo 
 2 N temprobabilidade total em [0; 1℄, pelo Lema 1.4).Se an+1 > 1qnf(qn) teremos j�� pnqn j < f(qn)qn . Como qn < 
n, 1qnf(qn) < 1
nf(
n) . Vamos mostrarque 
om probabilidade total temos an+1 � 1
nf(
n) para in�nitos valores de n 2 N . Isso seguede Q1n=1 �1� 1B(n)+1� = 0, onde B(n) = 1
nf(
n) , que por sua vez segue de P1n=1 
nf(
n) �
�1P1n=1(
n+1 � 
n)f(
n) = +1. Portanto, para todo n0 2 N temos Q1n=n0 �1� 1B(n)+1� = 0,e, 
om probabilidade total, existe n � n0 
om an+1 � 1
nf(
n) , donde a equa�
~ao j�� pnqn j < f(qn)qn�e satisfeita 
om probabilidade total para in�nitos valores de n 2 N . �69



Prova do Lema 1.4: Sejam n; k 2 N . A probabilidade de que k apare�
a pelo menos 4n=k(k+1)vezes entre a1; a2; : : : ; an �e limitada por Pnj=snCjn( s2)j(1� s2)n�j, onde s = 4k(k+1) , que �e menorque (34) nk(k+1) para nk(k+1) grande (de fato, Cj+1n ( s2 )j+1(1� s2 )n�j�1Cjn( s2 )j(1� s2 )n�j = n�jj+1 � s2�s < 4�3s3s � s2�s = 4�3s6�3s < 23 ,se j � 3sn4 , logo, 
omo Pnj=0Cjn( s2)j(1� s2)n�j = 1, para j = 3sn4 , Cjn( s2)j(1� s2)n�j � 1, dondeCsnn ( s2)sn(1 � s2)(1�s)n � (23)sn=4 e Pnj=snCjn( s2)j(1 � s2)n�j � (23)sn=4P1k=0(23)k = 3(23)sn=4 =3(23)n=k(k+1) < (34)n=k(k+1), se n=k(k + 1) �e su�
ientemente grande). A probabilidade dissoa
onte
er pra algum k < [ 3pn℄ �e no m�aximo 3pn � (34) 3pn, que 
onverge a zero quando n !+1. Por outro lado, 
om probabilidade total, an < n2 para todo n su�
ientemente grande) qn < Qnk=1(ak + 1) < �Q 3pnr=1(r + 1) 4nr(r+1)� � (n2)4n= 3pn 
om probabilidade total para todo ngrande, pois tamb�em 
om probabilidade total o n�umero de termos maiores ou iguais a 3pn entrea1; a2; : : : ; an �e no m�aximo 4n= 3pn, para n su�
ientemente grande.Como limn!1 8 logn= 3pn = 0, temos 
om probabilidade totallim supn!1 npqn � exp 1Xr=1 4 log(r + 1)r(r + 1) ! < +1: �Observa�
~ao: Pode-se provar 
om m�etodos de teoria erg�odi
a que para quase todo � 2 R valelimn!1 npqn = e�2=12 ln 2 ' 3; 2758229 : : :Pretendemos dis
utir este e outros resultados �nos ligados a propriedade estat��sti
as de fra�
~oes
ont��nuas num pr�oximo artigo.Corol�arios do Teorema de Khint
hine:i) Para quase todo � 2 R, j�� pq j < 1q2 log2 q tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes pq 2 Q ,e portanto j� � pq j < 1q2+" tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes ra
ionais pq , paratodo " > 0. Em parti
ular ord � = 2 para quase todo � 2 R (onde ord � := inff� >0jj�� pq j < 1q� tem in�nitas solu�
~oes pq 2 Qg).ii) Para quase todo � 2 R, j�� pq j < 1q2 log q tem in�nitas solu�
~oes ra
ionais p=q, e portanto,para todo k 2 R, j�� pq j < 1kq2 tem in�nitas solu�
~oes pq 2 Q .70



2 O Teorema de Khint
hine n-dimensionalTeorema 2.1: Sejam f1; f2; : : : ; fn : N ! R+ fun�
~oes de
res
entes e F : N ! R+ dada porF (k) = f1(k)f2(k) : : : fn(k). Seja � = (�1; : : : ; �2; : : : ; �n) 2 Rn . O sistema de aproxima�
~aosimultâneas j�� piq j < fi(q)q ; 1 � i � n �e tal que (�)a) SeP1q=1 F (q) < +1 ent~ao (*) tem apenas um n�umero �nito de solu�
~oes � p1q ; p2q ; : : : ; pnq � 2Qn , para quase todo � 2 Rnb) Se P1q=1 F (q) = +1 ent~ao (*) tem in�nitas solu�
~oes �p1q ; : : : ; pnq � 2 Qn para quase todo� 2 Rn .Dem:Dem. de a): Dado q0 2 N , 
onsideremos o 
onjuntoS(q0) = [q�q0 [0�p1;:::;pn<q nYi=1 �piq � fi(q)q ; piq + fi(q)q � ;que �e o 
onjunto dos � 2 [0; 1)n tais que a desigualdade (*) do enun
iado do Teorema temalguma solu�
~ao 
om q � q0 (e logo Tq02N S(q0) �e o 
onjunto dos � 2 Rn tais que (*) temin�nitas solu�
~oes (piq ; : : : ; pnq ) 2 Qn). Temos m(S(q0)) �P1q=q0 qn(2nF (q)qn ) = 2nP1q=q0 F (q), quetende a 0 quando q tende a 1, poisP1q=1 F (q) 
onverge. Portanto, m(Tq02N S(q0)) = 0.Dem. de b): Primeiro obtemos fun�
~oes de
res
entes g1; g2; : : : ; gn : N ! R+ tais que limq!s0 gi(q)fi(q) =0 e G = g1; g2; : : : ; gn : N ! R+ satisfaz limq!1 qG(q) = 0 e P1q=1G(q) = +1 (podemos tomarG1(k) = (F (1) + F (2) + � � �+ F (k))�1 � F (k) e G(k) = (G1(1) +G1(2) + � � �+G1(k))�1G1(k),8 k 2 N . Teremos G1 e G de
res
entes, G1(k) � 1=k, kG(k)! 0, �G1(k) =1, �G(k) =1, ede�nimos gi(q) = fi(q) � (G(q)=F (q))1=n).Fixemos agora q0 2 N grande e de�nimos s0 = s0(q0) = minfs 2 N jG(q0)+G(q0+1)+ � � �+G(s) � ~
g, onde ~
 �e uma 
onstante que es
olheremos posteriormente. Note que limq!1 s0(q)q =+1. 71



Para 
ada s 
om q0 � s � s0 vamos estimar o n�umero de � r1s ; r2s ; : : : ; rns � 2 Qn 
om ri 2 Z,1 � i � n, 0 � ri < s tais que existem q 
om q0 � q < s, p1; p2; : : : ; pn 2 Z, 0 � pi < qsatisfazendo jris � piq j < gi(q)q + gi(s)s ; 8 i = 1; 2; : : : ; n: (��)Temos que, 
omo 
ada gi �e de
res
ente, (**) impli
ajriq � pisj < 2qsgi(q)q = 2sgi(q); i = 1; 2; : : : ; n:Para um tal � r1s ; : : : ; rns � que n~ao satisfaz (**) para nenhum q 
om q0 � q < s, p1; : : : ; pn oblo
oQni=1 � ris � gi(s)s ; ris + gi(s)s � ser�a disjunto de todos os blo
os asso
iados a �p1q ; : : : ; pnq �, 8 q
om q0 � q < s, 8 p1; : : : ; pn 2 Z 
om 0 � pi < q.Lema 2.2: Para todo k 2 N existe 
k > 0 tal que Pnj=1 �'(j)j �k � 
kn.Dem: Para k = 1 segue de limn!1 1n nXj=1 '(j)j = limn!1 1n nXq=1Xdjq �(d)d= limn!1 1n nXd=1dnde�(d)d= 1Xd=1 �(d)d2= 6�2poisP1r=1 �(m)m2 P1k=1 1k2 =P1n=1 Pmjn �(m)n2 = 1, eP1k=1 1k2 = �26 . Como h(x) = xk �e 
onvexa parak � 1, temos 1nPnj=1 �'(j)j �k � � 1nPnj=1 '(j)j �k, donde segue o resultado (
om Ck = � 6�2 �k). �Se q0 � q < s, o n�umero de solu�
~oes de jriq � pisj < 2sgi(q) 
om 0 � pi < q, 0 � ri < s �eno m�aximo 4sgi(q) desde que md
(ri; s) = 1. De fato, nessas 
ondi�
~oes riq � pis n~ao se anula,sen~ao ter��amos piq = ris , que �e uma fra�
~ao irredut��vel de denominador s > q, absurdo. Sejad = md
(s; q). Dado k 2 Z, a equa�
~ao diofantina rq � ps = k s�o tem solu�
~ao de djk, quandotem d solu�
~oes 
om 0 � r < s. Portanto, 0 < rq � ps < x (resp. �x < rq � ps < 0) temno m�aximo dbxd
 � x solu�
~oes (p; r) 
om 0 � r < s, o que 
laramente impli
a a a�rma�
~ao.72



Portanto, o n�umero de solu�
~oes da desigualdade a
ima para todo i 
om 1 � i � n �e no m�aximo4nsnG(q). Por outro lado h�a '(s)n pontos �ris ; : : : ; rns �, 0 � ri < s, md
(ri; s) = 1, 1 � i � n.Isso nos d�a a estimativa do n�umero de novos blo
os disjuntos dos anteriormente 
onsideradosque têm denominador s de pelo menos '(s)n � 4nsnPs�1q=q0 G(q), e para o volume da uni~ao dosblo
os disjuntos adi
ionados at�e o denominador s0 de pelo menoss0Xs=q0('(s)n � 4nsn s�1Xq=q0G(q))2nG(s)sn= 2k s0Xs=q0�'(s)s �nG(s)� 8n s0Xs=q0 s�1Xq=q0G(q)!G(s):Por outro lado, 
om s0 = minfs � qojPsq=q0 G(q) � ~
g, temoss0Xs=q0�'(s)s �nG(s) = s0�1Xs=q0(G(s)�G(s+ 1)) sXj=q0�'(j)j �n +G(s0) s0Xj=q0�'(j)j �n� s0�1Xs=q0(G(s)�G(s+ 1))(
ns� q0) +G(s0)(
ns0 � q0)= 
n s0Xs=q0+1G(s)� (1� 
n)q0G(q0)= 
n~
+ "1 onde "1 ! 0 quando q0 !1(pois limq0!1 q0G(q0) = 0).Por outro lado, 8nPs0s=q0 �Ps�1q=q0 G(q)�G(s) � 8n~
Ps0s=q0 G(s) � 8n~
(~
 + "2) onde "2 =G(s0) ! 0 quando q0 ! 1. Assim, nosso volume �e, pelo menos, 2n(
n~
 + "1) � 8n~
(~
 + "2).Tomando ~
 = 
n4n+1 temos que, se q0 �e su�
ientemente grande (e logo "1 e "2 su�
ientementepequenos), o volume de A(q0) �e pelo menos 
2n=2n+3, ondeA(q0) = [q�q0 [0�p1;:::;pn<q nYi=1 �piq � gi(q)q ; piq + gi(q)q � :Como A(q) � A(q + 1), 8 q 2 N , temos m(A1) � 115�2n > 0, onde A1 = Tq2N A(q). Se � =(�1; �2; : : : ; �n) 2 A1, j�i� piq j < gi(q)q , i = 1; 2; : : : ; n tem in�nitas solu�
~oes (p1q ; p1q ; : : : ; pnq ) 2 Qn .Como m(A1) > 0, dado " > 0 existe 
ubo Q = Qni=1[ biC ; bi+1C ℄, C 2 N , bi 2 Z, 0 � bi < C talque m(A1 \Q) � (1� ")m(Q). Se T : Rn ! Rn �e dada porT (X1; : : : ; Xn) = (CX1 � b1; CX2 � b2; : : : ; CXn � bn);73



temos T (Q) = [0; 1℄n em(T (Q\A1)) � 1�". Al�em disso, se � = (�1; �2; : : : ; �n) 2 T (Q\A1),� = T (�), � = (�1; : : : ; �n) 2 A1\Q, e portanto j�i� piq j < gi(q)q , para todo i = 1; 2; : : : ; n temin�nitas solu�
~oes (p1q ; p2q ; : : : ; pnq ) 2 Qn , donde j�i � riq j < Cgi(q)q (e logo j�i � riq j < fi(q)q ) temin�nitas solu�
~oes�r1q ; r2q ; : : : ; rnq � = �Cp1 � b1q ; Cp1 � b2q ; : : : ; Cpn � bnq � 2 Qn ;e 
omo " > 0 pode ser feito arbitrariamente pequeno est�a provado o item b). �

74



Apêndi
e: Aproxima�
~oes diofantinas n~ao-homogêneasProposi�
~ao A.1: Se � 2 R n Q ent~ao X = fm+ n�jm;n 2 Zg �e denso em R.Dem: Dado " > 0 existem p; q inteiros 
om > 1=" tais que j�� pq j < 1q2 ) 0 < jq��pj < 1q < ".Dado x 2 R existe k 2 Z tal que x est�a entre k(q��p) e (k+1)(q��p), donde jx�k(q��p)j � ".Como k(q�� p) = �pk + qk� 2 X, o resultado est�a provado. �O pr�oximo resultado, devido a Krone
ker, estende a Proposi�
~ao A.1 para dimens~ao qualquer.Proposi�
~ao A.2: Seja � = (�1; �2; : : : ; �n) 2 Rn . Suponha que 1; �1; : : : ; �n sejam linear-mente inependentes sobre Q (isto �e, k+m1�1+m2�2+� � �+mn�n = 0 
om k;m1; : : : ; mn 2 Z im-pli
a k = m1 = � � � = mn = 0). Ent~ao X = fk�+m1e1+m2e2+ � � �+mnenjk; m1; : : : ; mn 2 Zg�e denso em Rn , onde e1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ; en = (0; : : : ; 0; 1) s~ao os elementos da base 
anôni
ade Rn .Dem: Seja X � Rn o fe
ho de X, e V � X um subespa�
o vetorial maximal de Rn 
ontido emX. Suponhamos por absudo que V 6= Rn . Seja f um fun
ional linear n~ao nulo de Rn .Seja V ? o 
omplemento ortogonal de V , e seja � : Rn ! V ? a proje�
~ao ortogonal sobre V ?.Para todo x 2 X, �(x) 2 X, pois �(x) = x + (�(x) � x), �(x) � x 2 C � X e X �e invariantepor adi�
~ao (pois X tamb�em �e).Seja k = dimV ?. Es
olhemos vetores ei1 ; ei2; : : : ; eik tais que �(ei1); �(ei2); : : : ; �(eik) geramV ?. Se �zermos e0 = �, para todo i = 0; 1; : : : ; n es
revemos �(ei) = Pkj=1 �ij�(eij ). N~aopodemos ter �i1 2 Q para todo i, sen~ao podemos de�nir um fun
ional linear f da seguinte forma:dado x 2 Rn es
revemos �(x) 
omo Pkj=1 �j�(eij), e tomamos f(x) = �1. Se �i1 = f(ei) 2 Qpara todo i, ter��amos �01 = f(�) = Pni=1 �if(ei) = Pni=1 �i1�i 2 Q , 
ontradizendo a hip�oteseda proposi�
~ao.Seja ent~ao i0 tal que �i01 =2 Q . Tomamos 
 = (�i01; : : : ; �i0k) 2 Rk . Como observamos naintrodu�
~ao deste artigo, existem xn = qn
 � (p1n; p2n; : : : ; pkn) 6= 0, 
om qn; p1n; : : : ; pkn 2 Ze limn!1 jxnj � limn!1 jqnj�1=k = 0, e portanto, se wn = qn�(ei0) �Pkj=1 pjn�(eij ), limn!1wn = 0 (ewn 6= 0, 8n). Passando a uma subseq�uên
ia, se ne
ess�ario, podemos supor que limn!1 wnjwnj = ~w 275



Sn�1 \ V ?. Para todo t 2 R, temos que t ~w = limn!1b twn 
wn 2 X, 8n 2 N . Portanto, 
omo X �einvariante por adi�
~ao, o subespa�
o ~V = fv + t ~wjv 2 V; t 2 Rg �e tal que ~V � X e ~V 
ont�empropriamente V , absurdo. �Observa�
~ao: A hip�otese da Proposi�
~ao A.2 �e ne
ess�aria, pois se existem inteiros k;m1; : : : ; mnn~ao todos nulos tais que k + m1�1 + � � � + mn�n = 0 ent~ao X � f(x1; : : : ; xn) 2 Rn jm1x1 +m2x2 + � � �+mnxn 2 Zg, que �e um fe
hado 
om interior vazio.Deixamos para o leitor a prova do seguinte fato: Dado � = (�1; : : : ; �n) 2 Rn satisfazendoa 
ondi�
~ao da Proposi�
~ao 2, e m 2 N , de�nimos fm�g = (m�1 � bm�1
; : : : ; m�n � bm�n
) 2[0; 1)n. A seq�uên
ia fm�g �e uniformemente distribuida, isto �e, para todo aberto A � [0; 1)n,se fA(k) = #fm � kjfm�g 2 Ag, ent~ao limk!1 fA(k)=k = m(A), onde m(A) �e a medida deLebesgue de A. (Sugest~ao: sejam C1; C2 � [0; 1)n dois 
ubos abertos tais que C2 est�a 
ontidoem um transladado de C1 (C2 � C1 + v; v 2 Rn). Use o fato de que existem vetores ~varbitrariamente pr�oximos de v, 
om ~v = (q�1 + p1; : : : ; q�n + pn), q; p1; : : : ; pn 2 Z, e quefm�g 2 C2 ) f(m � q)�g 2 C2 � ~v � C1, se ~v est�a su�
ientemente pr�oximo de v, dondefC2(k) � fC1(k) + jqj ) lim supk!1 fC2(k)=k � lim infk!1 fC1(k)=k).
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CAP�ITULO 5Os Espe
tros de Markov e Lagrange
1 De�ni�
~oes e enun
iadosSeja � um n�umero irra
ional. De a
ordo 
om o teorema de Diri
hlet, a desigualdade ������ pq ���� <1q2 tem uma in�nidade de solu�
~oes ra
ionais p=q. Markov e Hurwitz melhoraram este resultado,provando que, para todo irra
ional �, a desigualdade ������ pq ���� < 1p5 � q2 tem uma in�nidade desolu�
~oes ra
ionais, e que p5 �e a melhor 
onstante 
om esta propriedade: para � = 1 +p52 , epara qualquer " > 0, a desigualdade ������ pq ���� < 1(p5 + ")q2 tem apenas um n�umero �nito desolu�
~oes (ver apêndi
e). Entretanto, �xado � irra
ional, pode-se esperar resultados melhores,o que nos leva a asso
iar a 
ada � a sua 
onstante de melhor aproxima�
~ao k(�) = supfk > 0 j������ pq ���� < 1kq2 tem uma in�nidade de solu�
~oes ra
ionais p=qg = lim supp;q2Z�jq(q� � p)j�1) 2R[f+1g. Nossa dis
uss~ao ini
ial mostra que k(�) � p5 para todo � 2 R, e k�1 +p52 � = p5.N~ao �e dif��
il provar que k(�) = +1 para quase todo � 2 R. Estaremos interessados nos � 2 Rtais que k(�) < +1, e, mais parti
ularmente, na imagem da fun�
~ao k, isto �e, no 
onjuntoL = fk(�) j � 2 RnZ e k(�) < +1g. Este 
onjunto �e 
onhe
ido 
omo o espe
tro de Lagrange.Provamos no apêndi
e uma f�ormula para k(�): es
revemos � em fra�
~ao 
ont��nua, � =[a0; a1; a2; : : : ℄ e de�nimos, para n 2 N , �n = [an; an+1; an+2; : : : ℄ e�n = [0; an�1; an�2; : : : ℄. Temos ent~ao k(�) = lim supn!1 (�n + �n). Isto segue dos resultadosdo Cap��tulo 3.�E interessante observar que se mud�assemos um pou
o as fun�
~oes envolvidas na de�ni�
~ao doespe
tro de Lagrange ele seria um 
onjunto bastante trivial: se paraf : R ! R+ 
onsiderarmos o 
onjunto kf(�) := sup �k > 0 j j� � pq j < f(q)k tem in�nitassolu�
~oes ra
ionais p=q	 ent~ao, 
aso tenhamos limq!+1 q2 f(q) = 0 ent~ao a imagem de kf seria77



(0;+1℄ (ou [0;+1℄, se 
onsideramos sup(?) = 0 neste 
ontexto) e, 
aso limq!+1 q2 f(q) =+1, ent~ao a imagem de kf seria f+1g.O 
onjunto L en
odi�
a uma s�erie de propriedades diofantinas de n�umeros reais, e vemsendo estudado h�a bastante tempo. Talvez o primeiro resultado n~ao-trivial sobre ele se devaa Markov, que provou em 1879 (ver [Ma℄) que L \ (�1; 3) = fk1 = p5 < k2 = 2p2 < k3 =p2215 < � � � g, onde (kn) �e uma seq�uên
ia 
onvergente a 3 tal que k2n 2 Q para todo n. Assim,o \
ome�
o" do espe
tro de Lagrange �e dis
reto. Essa a�rma�
~ao n~ao �e verdadeira para todo o
onjunto L. Marshall Hall prova em 1947 ([H℄) que L 
ont�em toda uma semi-reta (por exemplo[6;+1)), e G. Freiman determinou em 1975 a maior semi-reta que est�a 
ontida em L, que �e�4 + 253589820 + 283748p462491993569 ;+1�. Estes dois �ultimos resulados baseam-se fortemente noestudo de somas de 
onjuntos de Cantor regulares, 
uja rela�
~ao 
om o espe
tro de Lagrangetem origem na f�ormula que apresentamos para k(�), e �e o tema prin
ipal deste 
ap��tulo. Porexemplo, o resultado que M. Hall enun
ia em seu artigo [H℄ �e o seguinte: se C(4) �e o 
onjuntode Cantor regular dos reais de [0; 1℄ em 
uja fra�
~ao 
ont��nua apare
em apenas os 
oe�
ientes 1,2, 3 e 4 ent~ao C(4)+C(4) = [p2� 1; 4(p2� 1)℄, do qual n~ao �e dif��
il deduzir que L � [6;+1)via a f�ormula para k(�).De k(�) = lim supn!1 (�n + �n) podemos obter a seguinte 
ara
teriza�
~ao do espe
tro deLagrange: seja � = �N��N, o 
onjunto das seq�uên
ias bi-in�nitas de inteiros positivos, e � : �!� o shift de�nido por �((an)n2Z) = (an+1)n2Z. Se f : � ! R �e de�nida por f((an)n2Z) =�0 + �0 = [a0; a1; a2; : : : ℄ + [0; a�1; a�2; : : : ℄ ent~ao L = flim supn!+1 f(�n�); � 2 �g. Outro
onjunto de n�umeros reais que ser�a de nosso interesse �e o espe
tro de Markov M , que �e iguala fsupn!1 f(�n�); � 2 �g. O espe
tro de Markov tem a seguinte interpreta�
~ao aritm�eti
a:M = f(inf(x;y)2Z2n(0;0) jf(x; y)j)�1; f(x; y) = ax2+bxy+
y2; b2�4a
 = 1g. S~ao fatos 
onhe
idosque L e M s~ao sub
onjuntos fe
hados da reta e que L � M . Provamos em [M2℄ os seguintesresultados, que pretendemos dis
utir neste 
ap��tulo:Teorema 1.1: Para todo t 2 R, as dimens~oes de Hausdor� de L \ (�1; t) e de M \ (�1; t)s~ao iguais. Se denotarmos essas dimens~oes por d(t), temos os seguintes fatos:i) d : R ! [0; 1℄ �e 
ont��nua e sobrejetiva.78



ii) d(t) = minf1; 2 �HD(k�1(�1; t))giii) maxft 2 R j d(t) = 0g = 3iv) d(p12) = 1(As a�rma�
~oes iii) e iv) s~ao 
onseq�uên
ias simples de ii)).Teorema 1.2: O 
onjunto dos pontos de a
umula�
~ao de L �e perfeito, isto �e, L0 = L00.Teorema 1.3: 0 < HD(MnL) < 1.Estes teoremas s~ao baseados na id�eia de aproximar partes deM e de L por dentro e por forapor somas de 
onjuntos de Cantor regulares de dimens~oes pr�oximas. A prova do Teorema 1.1depende de modo essen
ial de um resultado sobre dimens~oes de Hausdor� de somas aritm�eti
asde 
onjuntos de Cantor regulares, que ser�a dis
utido na pr�oxima se�
~ao, e 
uja prova dependedo lema de re
orrên
ia de es
ala de [MY℄.2 Dimens~oes de Hausdor� e somas aritm�eti
as de 
on-juntos de Cantor de fra�
~oes 
ont��nuasVimos no 
ap��tulo anterior que, se K1 e K2 s~ao 
onjuntos de Cantor C2 que satisfazem aship�oteses do lema de re
orrên
ia de es
alas, ent~ao vale a f�ormulaHD(K1+K2) = minf1; HD(K1)+HD(K2)g.Iremos apli
ar este resultado a 
onjuntos de Cantor regulares de�nidos por restri�
~oes dafun�
~ao de Gauss g : (0; 1℄ ! (0; 1℄ de�nida por g(x) = 1x � b1x
 (
uja rela�
~ao 
om fra�
~oes
ont��nuas �e evidente) a determinados dom��nios de Markov (que ser~ao uni~oes �nitas de interva-los 
ujos extremos ser~ao irra
ionalidades quadr�ati
as). Para isso, pre
isamos provar que tais
onjuntos de Cantor satisfazem as hip�oteses do lema de re
orrên
ia de es
alas, isto �e, que n~aos~ao essen
ialmente a�ns.Observemos ini
ialmente que qualquer 
onjunto de Cantor regular de Gauss (nome queatribuiremos aos 
onjuntos de Cantor des
ritos no par�agrafo anterior) 
ont�em um 
onjunto79



de Cantor 
ompleto de Gauss, nome que atribu��mos ao seguinte tipo de 
onjunto de Cantor:A 
ada 
onjunto �nito de seq�uên
ias �nitas de inteiros positivos B asso
iamos o 
onjuntoK(B) = f[0; �1; �2; : : : ℄ j �i 2 B; 8 i 2 Ng, que, ex
etuando os 
asos triviais onde K(B) �e umponto, �e um 
onjunto de Cantor regular 
ompleto de Gauss. Este fato pode ser provado doseguinte mod: tomamos duas palavras �nitas admiss��veis 
1 = b1b2 : : : bnb1 e 
2 = b1~b2~b3 : : :~bmb1
ome�
ando e terminado em b1 que n~ao sejam ambas 
�opias m�ultiplas do mesmo blo
o des��mbolos (aqui os s��mbolos bi s~ao inteiros positivos 
orespondentes a ramos 1x � bi da fun�
~aode Gauss g, que apare
em na 
onstru�
~ao do Cantor regular de Gauss em quest~ao K). Se~
1 = b1b2 : : : bn e ~
2 = b1~b2 : : :~bm ent~ao o Cantor 
ompleto de Gauss K(f~
1; ~
2g) est�a 
ontidoem K.Basta provar agora que nenhum Cantor 
ompleto de Gauss �e essen
ialmente a�m. Ob-servemos que K(B) �e de�nido por  : S�2B I� ! I, onde I = [0; 1℄ e, para 
ada � 2 B,I� = f[0; �; �℄; � � 1g e  � =  jI� �e o iterado de g de�nido por  �([0; �; �℄) = 1=�.Seja x� = [0; �; �; �; : : : ℄ o ponto �xo de  �. Se � = (b1; b2; : : : ; bn) e pk=qk = [0; b1; b2; : : : ; bk℄s~ao as reduzidas de [0; �℄, ent~ao  �(x) = qn�1x� pn�1pn � qnx , e os pontos �xos de  � (estendido �areta pela sua f�ormula) s~ao as ra��zes de qnx2+(qn�1�pn)x�pn�1 = 0 (ver Se�
~ao 3 do Apêndi
e).Existe um difeomor�smo �� : I ! I tal que ��(x�) = x� �0�(x�) = 1 e �� Æ  � Æ ��1� �ea�m. Al�em disso, podemos tomar um tal �� da forma ��(x) = a�x+ b�
�x+ d� (isto �e um exer
��
iosobre triangulariza�
~ao de matrizes...). N~ao h�a perda de generalidade em supor que B 
ont�emdois elementos � de 
 do mesmo tamanho (i.e., 
om o mesmo n�umero de s��mbolos), pois, sen~ao for esse o 
aso, podemos 
onsiderar etapas mais avan�
ada da 
onstru�
~ao de K(B) onde hjatais elementos. �E su�
iente agora mostrar que se �� Æ ��1" �e a�m e 
 tem o mesmo n�umero deelementos que � ent~ao 
 = �, pois isso impli
aria que �� Æ  
 Æ ��1� n~ao �e a�m, donde �e umatransforma�
~ao da forma Ax +BCx+D , 
uja derivada segunda �e zero apenas num 
onjunto �nito, ouseja, ��Æ Æ��1� tem uma 
omponente a�m (a de  �), e outra 
omponente 
uja derivada segunda�e n~ao-nula em muitos pontos de K(B) (a de  
), o que impli
a que K(B) n~ao �e essen
ialmentea�m. Se �� Æ  
 Æ ��1� �e a�m ent~ao 1 �e um ponto �xo 
omum de �� Æ ��1� e �� Æ  � Æ ��1� , eportanto ��1� (1) �e ponto �xo 
omum de  �(x) = qn�1x� pn�1pn � qnx e  
 = ~qn�1x� ~pn�1~pn � ~qnx , donde �eraiz 
omum dos polinômios qnx2+(qn�1�pn)x�pn�1 e ~qnx2+(~qn�1� ~pn)x� ~pn�1 , donde esses80



dois polinômios s~ao iguais (pois s~ao irredut��veis em Z[x℄), donde suas outras ra��zes 
oin
idem,ou seja, x� = x
 e portanto � = 
.Provamos assim o seguinte resultado:Proposi�
~ao 2.1: SeK1 eK2 s~ao 
onjuntos de Cantor regulares de Gauss ent~aoHD(K1+K2) =minf1; HD(K1) +HD(K2)g. �Outro fato importante na prova de nossos resultados sobre dimens~oes de Hausdor� de partesdos espe
tros de Markov e Lagrange ser�a dis
utido a seguir:De�ni�
~ao 2.2: Se � = (b1; b2; : : : ; bn) ent~ao �t = (bn; bn�1; : : : ; b2; b1), e se B �e um 
onjunto deseq�uên
ias �nitas ent~ao Bt = f�t; � 2 Bg.Se qn(�) �e o denominador da fra�
~ao 
ont��nua [0; �℄ = [0; b1; : : : ; bn℄ ent~ao qn(�) = qn(�t).Este �e um fator j�a 
onhe
ido por Euler, e uma boa referên
ia sobre sua prova (que tamb�empode ser 
onsiderada 
omo um exer
��
io para o leitor) est�a no apêndi
e 2 de [CF℄. Como
onseq�uên
ia deste restulado e do fato de que os 
omprimentos dos intervalos da 
onstru�
~ao deum 
onjunto de Cantor 
ompleto de Gauss dependerem essen
ialmente dos denominadores dasfra�
~oes 
ont��nuas �nitas envolvidas, prova-se a seguinteProposi�
~ao 2.3: HD(K(B)) = HD(K(Bt)) para todo 
onjunto �nitoB de seq�uên
ias �nitasde inteiros positivos. �Corol�ario 2.4: HD(K(B) +K(Bt)) = minf1; 2 �HD(K(B))g. �3 Id�eias das demonstra�
~oes dos resultados sobre os es-pe
trosSeja � = ZZ+, ` : � ! R de�nida por `(�) = lim supn!1 (�n + �n), onde, se � = (ak)k2Zent~ao �n = [an; an+1; an+2; : : : ℄ e �n = [0; an�1; an�2; : : : ℄ e m : � ! R de�nida por m(�) =
81



supn2Z(�n + �n). Ent~ao, 
omo observamos no in��
io deste 
ap��tulo, o espe
tro de Lagrange �e o
onjunto L = f`(�); � 2 �g e o espe
tro de Markov �e o 
onjunto M = fm(�); � 2 �g.A prova dos resultados sobre a fun�
~ao d(t) baseia-se, 
omo men
ionamos no in��
io deste
ap��tulo, no fato de que podemos aproximar por dentro e por fora peda�
os dos espe
tros deMarkov e Lagrange por somas de 
onjuntos de Cantor regulares de Gauss 
om dimens~oesde Hausdor� pr�oximas (em geral essas somas ser~ao do tipo K(B) + K(Bt), e usaremos aproposi�
~ao a
ima). A prin
ipal ferramenta que usaremos na 
onstru�
~ao de tais aproxima�
~oesser�a o seguinte lema t�e
ni
o, 
uja prova (assim 
omo os detalhes da prova dos teoremas deste
ap��tulo) se en
ontra em [M2℄:Lema 3.1: Para 
ada t > 0 e " > 0, seja �(t) = f� 2 � j m(�) � tg, e seja N"(t) on�umero de seq�uên
ias �nitas � tais que o intervalo I(�) = fx 2 [0; 1℄ j x = [0;�; y℄; y � 1gtem 
omprimento maior ou igual a " e � apare
e 
omo subseq�uên
ia de algum elemento de�(t). De�nimos D(t) = lim"!0� logN"(t)log " (o limite existe pois existe C > 0 tal que N"Æ(t) �C N"(t)NÆ(t), 8 "; Æ > 0). Ent~ao, dado � > 0 existe Æ > 0 e um shift 
ompleto e� � �(t � Æ)
om HD(e�+; d) � D(t)� � , onde �+ = ZZ+ , e�+ = e� \ �+ , e d : �+ � �+ ! R �e a distân
iade�nida por d(�; �0) = jI(� ^ �0)j. �A id�eia da prova de que L0 = L00 �e 
riar 
onjuntos de Cantor regulares de Gauss usandoseq"uên
ias �nits que apare
em in�nitas vezes nas fra�
~oes 
ont�inuas das preimagem por k deuma seq�uên
ia 
onvergente de pontos de L. A imagem por k do Cantor de Gauss geradopor, digamos, duas seq�uên
ias dessas forne
er�a um 
onjunto de Cantor 
ontido em L pr�oximoao limiteda tal seq�uên
ia. Aumentando o 
omprimento das seq�uên
ias �nitas 
onsideradasobtemos o resultado.Para estudar o 
omplementar do espe
tro de Lagrange em rela�
~ao ao espe
tro de Markov,primeiro mostramos que MnL 
ont�em 
onjuntos de Cantor regulares pr�oximos a�1 = [2; 1; 1; 2; 2; 2; 1; 2℄ + [0; 1; 2; 2; 2; 1; 1; 2; 1; 2℄ �= 3; 293044265 : : : , que Freiman provou serum ponto de a
umula�
~ao de MnL (ver Cap�itulo 3 de [CF℄) (as barras superiores indi
amper��odo nas fra�
~oes 
ont��nuas pr�e-peri�odi
as a
ima), 
om um argumento semelhante �a prova deL0 = L00. A prova deHD(MnL) < 1 �e mais t�e
ni
a e deli
ada, e depende da an�alise de restri�
~oes82



�a seq�uên
ias �nitas que podem apare
er nas fra�
~oes 
ont��nuas de elementos de 
onjuntos deCantor 
uja imagem por k esteja 
ontida em MnL. Veja [M2℄ para detalhes.4 Espe
tros de Markov e Lagrange dinâmi
osAs 
ara
teriza�
~oes em termos de shift � e das fun�
~oes ` em dos espe
tros de Markov e Lagrangeadmitem uma generaliza�
~ao natural no 
ontexto de dinâmi
a hiperb�oli
a: seja ' : M2 ! M2um difeomor�smo, � � M2 um 
onjunto hiperb�oli
o para ' e f : M2 ! R uma fun�
~ao real de
lasse C2. Podemos de�nir espe
tros de Markov e Lagrange dinâmi
os asso
iados ao par (f;�)
omo segue: L(f;�) = flim supn!+1 f('n(x)); x 2 �g e M(f;�) = fsupn2Zf('n(x)); x 2 �g.�E poss��vel provar de um modo an�alogo ao que des
revemos neste 
ap�itulo que para 
onjuntosabertos de (f; ') (que 
ont�em abertos densos de f(f; ') j ' preserva �area g a fun�
~ao d(t) =df;�(t) = HD(L(f;�)\(�1; t)) 
oin
ide 
omHD(M(f;�)\(�1; t)), �e 
ont��nua e sua imagem�e o intervalo [0;minf1; HD(�)g℄. Generi
amente, nesses 
asos, o ponto t1 = infft 2 R j d(t) =1g perten
e ao fe
ho do interior de L(f;�) �M(f;�).Vale notar que o resultado n~ao �e verdade em geral para ' dissipativo, pois h�a 
onjuntosabertos de 
ontraexemplos onde d(t) tem um n�umero �nito de des
ontinuidades, e sua imagem�e uma uni~ao �nita de intervalos n~ao-degenerados.As demonstra�
~oes desses �ultimos resultados apare
er~ao em [M3℄.
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Apêndi
e: Conjuntos de Cantor Regulares e Dimens~oes Fra
tais1.0 Conjuntos de CantorNormalmente as pessoas ouvem falar no \Conjunto de Cantor" antes de ouvir falar em\
onjuntos de Cantor" em geral. O 
onjunto de Cantor �e um engenhoso exemplo de um sub-
onjunto da reta que �e 
ompa
to, n~ao-enumer�avel e totalmente des
onexo, que serve 
omo fontede exemplos interessantes em an�alise e topologia. O Conjunto de Cantor, que denotaremos porK, pode ser de�nido de v�arias maneiras. Por exemplo, K �e o 
onjunto de todos os n�umerosdo intervalo [0; 1℄ que podem ser es
ritos em base 3 utilizando apenas os algarismos 0 e 2, ouseja, K = � 1Pn�1 �n3n ; �n 2 f0; 2g; 8n 2 N�. Outra maneira de des
rever o 
onjunto K �edes
revendo expli
itamente seu 
omplementar: tomamos o intervalo [0; 1℄, retiramos seu ter�
o
entral �13 ; 23� e obtemos dois intervalos fe
hados: �0; 13� e �23 ; 1�. Retiramos os ter�
os 
en-trais desses intervalos e obtemos quatro intervalos fe
hados: �0; 19�, �29 ; 13�, �23 ; 79� e �89 ; 1�.Continuamos o pro
esso, sempre retirando os ter�
os 
entrais dos intervalos restantes. Os pon-tos do intervalo [0; 1℄ que n~ao perten
em a nenhum dos intervalos retirados formam o 
onjuntode Cantor K. Notemos que, na n-�esima etapa da 
onstru�
~ao de K sobram 2n intervalos de
omprimento 1=3n 
ada, 
uja uni~ao 
ont�em K. Isso impli
a que K tem medida nula.A ter
eira 
onstru�
~ao do 
onjunto K que mostraremos a seguir �e de parti
ular importân
iapara n�os, pois ser�a generalizada para de�nir 
onjuntos de Cantor regulares ou dinami
a-mente de�nidos. Consideremos a fun�
~ao  : �0; 13� [ �23 ; 1� ! [0; 1℄ de�nida por  (x) =8>><>>:3x se �0; 13�3x� 2 se x 2 �23 ; 1� . O dom��nio da fun�
~ao  �e a primeira etapa da 
onstru�
~ao anterior do
onjunto K. Se denotarmos Æ  Æ � � � Æ  | {z }n vezes por  n, temos que  n n~ao est�a de�nida para todo x. Por exemplo, se n = 2e x = 0; 2, temos que  (x) = 3x = 0; 6, que n~ao perten
e ao dom��nio de  , donde  2(0; 2) n~aoest�a de�nido. Podemos 
ara
terizar o Conjunto de Cantor K 
omo o 
onjunto dos x 2 [0; 1℄ taisque  n(x) est�a de�nido para todo natural n, ou seja, K = S1n=0  �n([0; 1℄). Podemos observar85



que  �n([0; 1℄), ou seja, o dom��nio de  n 
oin
ide 
om o 
onjunto obtido na n-�esima etapa da
onstru�
~ao anterior.K �e 
laramente 
ompa
to, pois pela segunda 
onstru�
~ao, por exemplo, seu 
omplementar�e aberto. Al�em disso, K �e n~ao-enumer�avel, o que segue do fato de que a primeira 
onstru�
~aoforne
e uma bije�
~ao entre K e f0; 2gN, que de fato �e um homeomor�smo, se dotarmos f0; 2gNda topologia produto.Em geral dizemos que um 
onjunto de Cantor �e um espa�
o topol�ogi
o homeomorfo a K.Nosso prin
ipal interesse ser�a nos 
onjuntos de Cantor 
ontidos na reta real, que podem ser
ara
terizados 
omo os 
ompa
tos de interior vazio sem pontos isolados.Em geral, espa�
os m�etri
os (ou metriz�aveis) 
ompa
tos, totalmente des
onexos (i.e., 
ujas
omponentes 
onexas s~ao os pontos) e sem pontos isolados s~ao 
onjuntos de Cantor (i.e., s~aohomeomorfos a K). Deixamos a prova deste fato 
omo exer
��
io para o leitor. (Sugest~ao: dadoum 
onjunto 
omo a
ima, tente de
ompô-lo 
omo uma uni~ao disjunta de abertos e fe
hados 
omdiâmetro menor que a metade do diâmetro original, repetir o pro
esso e usar isso para reduziro problema ao 
aso de sub
onjuntos da reta. no qual �e poss��vel 
onstruir homeomor�smosmon�otonos razoavelmente expl��
itos).1.1 Conjuntos de Cantor regularesMen
ionamos que a ter
eira 
onstru�
~ao que exibimos para o 
onjunto K, que o 
ara
teri-za 
omo o maximal invariante pela fun�
~ao  no intervalo [0; 1℄ �e de parti
ular interesse, pois
ara
teriza K 
omo um 
onjunto de Cantor dinami
amente de�nido. Vamos dis
utir informal-mente algumas propriedades dos 
onjuntos de Cantor dinami
amente de�nidos, ou regulares(que ser~ao nosso assunto prin
ipal) antes de de�ni-los mais pre
isamente. Uma propriedadefundamental do 
onjunto de Cantor K �e a sua auto-semelhan�
a: pequenas partes de K s~ao
�opias reduzidas de todo o 
onjunto K. De fato, dado x 2 K e " > 0 existe um sub
onjuntoaberto e fe
hado de K 
ontendo x e de diâmetro menor que " que �e semelhante ao 
onjunto K(por exemplo uma pe�
a de uma etapa avan�
ada da 
onstru�
~ao de K que 
ontenha o ponto x).Esta semelhan�
a ser�a dada por um 
erto iterado da fun�
~ao a�m expansora  .86



Os 
onjuntos de Cantor dinami
amente de�nidos, ou regulares, sempre apresentam um 
ertotipo de auto-semelhan�
a: pequenas partes deles s~ao difeomorfas ao 
onjunto todo, ou a partesgrandes dele, 
om distor�
~ao uniformemente limitada. Assim, aspe
tos lo
ais desses 
onjuntosn~ao diferem muito de aspe
tos globais. Este tipo de propriedade �e a prin
ipal 
ara
ter��sti
a dos
onjuntos de Cantor regulares, e est�a ligada ao fato desses 
onjuntos, por de�ni�
~ao, serem 
ara
-terizados 
omo maximais invariantes de fun�
~oes diferen
i�aveis expansoras (as quais suporemosde 
lasse pelo menos C1+").Vamos passar a de�ni�
~oes mais pre
isas:Sejam I; I1; I2; : : : ; Ik � R intervalos fe
hados tais que os intervalos Ij ,1 � j � k s~ao disjuntos e I �e o fe
ho 
onvexo de I1 [ I2 [ � � � [ Ik , e seja : I1 [ I2 [ � � � [ Ik ! I uma fun�
~ao expansora de 
lasse C1+" para um 
erto " > 0, isto�e,  �e de 
lasse C1, j 0(x)j > 1 para todo x 2 I1 [ I2 [ � � � [ Ik e existe C > 0 tal quej 0(x) �  0(y)j � Cjx � yj" 8 x; y 2 I1 [ I2 [ � � � [ Ik . Suponhamos ainda que para todo j
om 1 � j � k,  (Ij) �e o fe
ho 
onvexo de uma uni~ao de intervalos Ii , e que, para n 2 Nsu�
ientemente grande,  n(Ij) � I1 [ I2 [ � � � [ Ik .Dizemos que o 
onjunto de Cantor regular K = K asso
iado �a fun�
~ao  e �a parti�
~ao deMarkov (I1; I2; : : : ; Ik) �e o 
onjunto dos x 2 I tais que  n(x) est�a de�nido para todo n 2 N ,isto �e K = Tn2N  �n(I1 [ � � � [ Ik). Se  �e de 
lasse Cr, 
om 1 < r � 1, dizemos que K �eum (
onjunto de) Cantor regular de 
lasse Cr.Como indi
amos na de�ni�
~ao a
ima, o 
onjunto dos intervalos Ij 
om 1 � j � k �e denomi-nado a parti�
~ao de Markov de K. O 
onjuntos I1 [ I2 [ � � � [ Ik ser�a 
hamado de dom��nio deMarkov de K, e pode ser visto 
omo a etapa ini
ial da 
onstru�
~ao de K.Para entender melhor a estrutura do 
onjunto K podemos 
onsiderar a matriz de transi�
~aoB = (bij)k�k asso
iada a uma parti�
~ao de Markov (I1; : : : ; Ik) e a uma fun�
~ao  
omo a
imade�nida por bij = 8><>:1; se  (Ii) � Ij0; se  (Ii) \ Ij = ? . A 
ondi�
~ao diz que  n(Ij) � I1 [ � � � [ Ik paratodo n grande equivale a todos os termos de Bn serem estritamente positivos se n �e grande. Auma tal matriz B podemos asso
iar um shift de Markov mixing de tipo �nito, isto �e, o 
onjunto
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�B = f� = (�1; �2; : : : ) � f1; 2; : : : ; kgN j b�i�i+1 = 1, 8 i 2 Ng, no qual est�a de�nida a fun�
~aoshift unilateral � : �B ! �B , por �((�1; �2; �3; : : : )) = (�2; �3; : : : ), isto �e, �((�i)i2N) = (�i+1)i2N .Veremos que h�a uma identi�
a�
~ao natural entre o par (K; ) e o par (�B; �) (de fato umhomeomor�smo que 
onjuga as dinâmi
as). Para 
ada palavra �nita a = (a1; a2; : : : ; an) 2f1; 2; : : : ; kgn dizemos que a �e uma palavra de �B se existe algum elemento de �B que 
ome�
apor a, ou, equivalentemente, se baiai+1 = 1 para i = 1; 2; : : : ; n � 1. A uma tal palavra aasso
iamos o intervalo Ia = Ia1 \  �1(Ia2) \  �2(Ia3) \ � � � \  �(n�1)(Ian), e a 
ondi�
~ao a seruma palavra de �B equivale a Ia ser n~ao-vazio. Por outro lado, a expansividade de  faz 
omque o 
omprimento jIaj do intervalo Ia seja exponen
ialmente pequeno se n �e grande, isto �e,existe � < 1 tal que para todo a 2 f1; 2; : : : ; kgn que �e uma palavra de �B (de tamanho n),jIaj < �njIj.Dado � = (�1; �2; : : : ) 2 �B, para 
ada n de�nimos �(n) = (�1; �2; : : : ; �n). Note que �(n) �esempre uma palavra de �B . Podemos de�nir uma fun�
~ao h : �B ! K de�nida por fh(�)g =Tn2N I�(n), isto �e, h(�) �e o �uni
o ponto que perten
e a I�(n) para todo n 2 N . N~ao �e dif��
ilveri�
ar que h �e um homeomor�smo, e que  Æ h = h Æ �, isto �e, h �e uma 
onjuga�
~ao entre � e . Se x = h(�), dizemos que � �e o endere�
o do ponto x.1.2 Distor�
~ao limitada e geometrias limiteVamos agora provar uma proposi�
~ao de grande importân
ia, segundo a qual 
onjuntos deCantor regulares têm a propriedade de distor�
~ao limitada:Proposi�
~ao A.1: Seja K � R um 
onjunto de Cantor regular, de�nido por uma fun�
~aoexpansora  2 C1+" 
omo a
ima. Dado Æ > 0 existe C(Æ) > 0 fun�
~ao de
res
ente de Æ 
omlimÆ!0 C(Æ) = 0 tal que para todo x; y 2 K satisfazendoi) j n(x)�  n(y)j � Æii) O intervalo [ j(x);  j(y)℄ est�a 
ontido no dom��nio de Markov I1 [ � � � [ Ik para 0 � j � ntemos log j( n)0(y)j � log j( n)0(x)j � C(Æ).88



Dem: Se � > 1 �e tal que j 0(t)j > � para todo t no dom��nio de Markov, teremos j j(y) � j(x)j � �1�n � Æ para 0 � j � n, dondej log j( n)0(y)j � log j( n)0(x)j � n�1Xj=0 j log j 0( j(y))j � log j 0( j(x))jj;e, 
omo  0 (e tamb�em log j 0j) �e de 
lasse C", existe C > 0 tal que j log j 0(s)j � log j 0(t)j �Cjs� tj" para s, t no dom��nio de Markov, donde as express~oes a
ima s~ao majoradas por
 n�1Xj=0(�j�n � Æ)" < 
 _Æ" � 1Xm=1 ��m" = 
Æ" � ��"1� ��" � �Uma maneira de reformular a proposi�
~ao a
ima 
om signi�
ado geom�etri
o mais evidente �edizer que se x, y e z perten
em a um mesmo intervalo I�(n) da n-�esima etapa da 
onstru�
~ao deK ent~ao e�
 jz � xjjy � xj � j n(z)�  n(x)jj n(y)�  n(x)j � e
 jz � xjjy � xjonde 
 = 
(jIj) �e uma 
onstante. Al�em disso, se  n(x),  n(y) e  n(z) est~ao pr�oximos, 
 podeser tomada pequena. Isto signi�
a que distân
ias relativas numa es
ala mi
ros
�opi
a s~ao nom�aximo distor
idas por um fator 
onstante em rela�
~ao a distân
ias relativas 
orrespondentesnuma es
ala maior, e 
ada vez menos distor
idas se diminuimos o tamanho da es
ala maior.Vamos agora introduzir o 
on
eito de geometrias limite de um 
onjunto de Cantor regular,que d~ao informa�
~oes mais pre
isas sobre a estrutura lo
al de um 
onjunto de Cantor regular.Para isto, seja K um 
onjunto de Cantor regular e �B seu shift de Markov asso
iado. Vamos
onsiderar o shift dual asso
iado a �B, denotado por ��B , dado por ��B�f� = (�n)n�0; f�i�i+1 =1; 8 i < 0g � f1; 2; : : : ; kgZ� .Dados � 6= ~� em ��B , de�nimos � ^ ~� 
omo (��n; �1�n; : : : ; �0) 2 f1; 2; : : : ; kgn+1, onde n �etal que ~��j = ��j para 0 � j � n e ~��n�1 6= ��n�1 , e equipamos ��B 
om a seguinte distân
ia:d(�; ~�) = 8><>:1 se �0 6= ~�0jI�^~�j; 
aso 
ontr�ario89



Dado � 2 ��B e n > 0, de�nimos �n = (��n; : : : ; �0), e B(�n) 
omo sendo a fun�
~ao a�mque leva I�n em I�0 tal que o difeomor�smo k�n = B(�n) Æ f�n preserva orienta�
~ao, onde f�n :=� n��I�n��1.Com essas de�ni�
~oes, k�n �e um difeomor�smo de I�0 em I�0 , e a imagem de K \ I�0 por k�n�e uma 
�opia ampliada de K \ I�n .Com essas nota�
~oes, temos o seguinte resultado, que 
ara
teriza as geometrias limite de umCantor regular (ver [Su℄):Proposi�
~ao A.2: Seja r 2 (1;+1), e K um 
onjunto de Cantor regular de 
lasse Cr 
omoa
ima, ent~ao:i) Para 
da � 2 ��B existe um difeomor�smo de 
lasse Cr que preserva orienta�
~ao k� = I�0 ! I�0tal que k�n 
onverge a k� na topologia C� para todo � < r. A 
onvergên
ia �e uniforme numaCr-vizinhan�
a de  .ii) Se r � 2 �e um inteiro ent~ao k�n 
onverge a k� em Di�r+(I�0). Al�em disso, existe C > 0 talque jjk�n � k�jjCr�1 � CjI�n j.Do item ii) segue que � ! k� �e Lips
hitziana: jjk� � k~�jjCr�1 � C � d(�; ~�), 8 �; ~� 2 ��B . Al�emdisso, se r = 1 + �, 
om 0 < � < 1, ent~ao, parajjk� � k~�jjC1 � C � d(�; ~�)�; 8 �; ~� 2 ��B :Esta proposi�
~ao diz que 
onjuntos de Cantor regulares têm a seguinte propriedade: seampliarmos a interse�
~ao de um 
onjunto de Cantor regular K 
om intervalos pequenos de sua
onstru�
~ao, obtemos 
onjuntos de Cantor difeomorfos a partes �xas de todo o 
onjunto K (asinterse�
~oes K \ Ia , 
om a 2 f1; 2; : : : ; kg), estando esses difeomor�smos muito pr�oximos dafam��lia 
ompa
ta fk�; � 2 ��Bg que tem dimens~ao de Hausdor� �nita por exemplo na m�etri
aC1 (ver a pr�oxima se�
~ao sobre dimens~ao de Hausdor�).De�nimos, para � 2 ��B , o 
onjunto de Cantor K� := k�(K). Os 
onjuntos K� s~ao 
onjuntosde Cantor regulares t~ao diferen
i�aveis quanto K, e s~ao 
onhe
idos 
omo as geometrias limite90



de K.Dem: A prova da Proposi�
~ao A.2 n~ao �e muito dif��
il. De fato, k�n = B(�n) Æ f�n , onde f�n =� ��I�n��1 pode ser es
rito 
omo gn Æ gn�1 Æ � � � Æ g1 , onde, para 1 � k � n, gk = g�k : I�0 ! I�0�e dada por gk = Ak Æ � ��Ik� ��1 Æ A�1k�1 , e os Ak : I�k ! I�0 s~ao difeomor�smos a�ns tais que A0�e a identidade e gk preserva orienta�
~ao para todo K.O resultado segue do fato de que os difeomor�smos gk , para K grande, est~ao exponen
ial-mente perto da identidade (de modo uniforme em �), nas topologias indi
adas no enun
iadoda proposi�
~ao, e portanto a 
omposi�
~ao deles 
onverge exponen
ialmente nessas topologias. Osdetalhes �
am 
omo exer
��
io para o leitor. �1.3 Dimens~oes fra
tais1.3.1 - A dimens~ao de Hausdor�Quase todos os 
onjuntos de Cantor que 
onsideramos neste livro têm medida de Lebesguenula. Entretanto, h�a medidas mais �nas do tamanho de sub
onjuntos da reta (e, em geral,de um espa�
o m�etri
o). Come�
aremos pelo 
on
eito que ser�a mais importante para n�os: adimens~ao de Hausdor�:Se X �e um espa�
o m�etri
o 
ompa
to e U = fU1; U2; : : : ; Ung �e uma 
obertura �nita de X,de�nimos a medida de Hausdor� de dimens~ao � > 0 asso
iada �a 
obertura U por m�(U) =nPi=1 diam(Ui)�, onde diam(Ui) = supx;y2Ui d(x; y) �e o diâmetro de Ui ;e de�nimos a medida de Hausdor� de dimens~ao � de X por m�(X) = lim infjjUjj!0m�(U), ondeU denota uma 
obertura �nita de X e jjUjj = maxU2U (diamU) �e a norma da parti�
~ao U . �Ef�a
il mostrar que existe um �uni
o h em [0;+1℄ tal que se � < h ent~ao m�(X) = +1 e se� > h ent~ao m�(X) = 0. Esse n�umero h �e, por de�ni�
~ao, a dimens~ao de Hausdor� de X. Adimens~ao de Hausdor� tem algumas propriedades importantes. Uma delas �e que, se f : X ! X�e Lips
hitziana e K � X tem dimens~ao de Hausdor� d ent~ao f(K) tem dimens~ao de Hausdor�menor ou igual a d. Em parti
ular, se X e Y s~ao intervalos fe
hados e f �e um difeomor�smo91



ent~ao as dimens~oes de Hausdor� de K e f(K) s~ao iguais. Outra observa�
~ao simples �e que seK � Rn tem dimens~ao de Hausdor� menor que n ent~ao tem medida de Lebesgue nula.�E poss��vel provar que a dimens~ao de Hausdor� de 
onjuntos de Cantor regulares da retadepende 
ontinuamente da dinâmi
a que os de�ne (mesmo na topologia C1), e, no 
aso dadinâmi
a ser pelo menos C1+", est�a sempre estritamente entre 0 e 1, e a medida de Hausdor�
orrespondente �e �nita e positiva no 
onjunto de Cantor (ver [PT2℄).Podemos de�nir outra dimens~ao fra
tal, a 
apa
idade limite, 
omo segue: Se K �e um espa 
om�etri
o 
ompa
to, de�nimos N"(K) 
omo sendo o n�umero m�inimo de 
onjuntos de Diâmetromenor ou igual a " ne
ess�arios para 
obrir K. A 
apa
idade limite de K �e, por de�ni�
~ao,d(K) = lim sup"!0� log N"(K)log " � �E poss�ivel provar que, se K �e um 
onjunto de Cantor regular(mesmo que apenas de 
lasse C1) ent~ao sua dimens~ao de Hausdor� 
oin
ide 
om sua 
apa
idadelimite (ver [PT2℄). Tamb�em �e verdade que, se f : X ! Y �e Lips
hitziana e K � X ent~aod(f(K)) � d(K) e que d(K1 � K2) � d(K1) + d(K2). Al�em disso, em geral a dimens~ao deHausdor� de K �e sempre menor ou igual a d(K) (�as vezes a desigualdade �e estrita, 
omo porexemplo se K = f0g[f1=n; n inteiro positivog, que tem dimens~ao de Hausdor� 0 e 
apa
idadelimite 1=2).Deixamos a prova destas �ultimas a�rma�
~oes 
omo exer
��
io para o leitor.1.3.2 - EspessurasDe�ni�
~ao A.3: Um gap de um 
onjunto de Cantor �e uma 
omponente 
onexa de seu 
omple-mentar.Dado um gap U de um 
onjunto de Cantor K, asso
iamos a ele os intervalos EU e DU , ques~ao os intervalos �a sua esquerda e �a sua direita que o separam dos gaps maiores que ele maispr�oximos:
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De�nimos�D(U) = jDU jjU j ; �E(U) = jEU jjU j ,�D(K) = inff�D(U)jU gap limitado de Kg, a espessura direita de K;�E(K) = inff�E(U)jU gap limitado de Kg, a espessura esquerda de K, e�(K) = minf�D(K); �E(K)g, a espessura de K.Observa�
~ao: Dado um 
onjunto de Cantor K, uma apresenta�
~ao de K �e uma enumera�
~aofU1; U2; : : : g de seus gaps limitados. Podemos de�nir os intervalos EU e DU 
omo sendo osintervalos entre U e os gaps de ��ndi
e menor que o de U mais pr�oximos. No nosso 
aso estamosusando a apresenta�
~ao pela ordem de tamanho dos gaps, o que maximiza a espessura �(K).Veja [PT2℄.A importân
ia das espessuras reside no seguinte resultado, que �e uma adapta�
~ao do \gaplemma".A�rma�
~ao: Dados K1 e K2 
onjuntos de Cantor, se �D(K1)��E(K2) > 1 e �E(K1)��D(K2) > 1,ent~ao ou K1 est�a 
ontido num gap de K2 ou K2 est�a 
ontido num gap de K1 ou K1 \K2 6= ?.Observa�
~ao: Isso vale em parti
ular se �(K1) � �(K2) > 1, que �e a hip�otese do \gap lemma"
l�assi
o. O gap lemma tal 
omo enun
iado aqui forne
e mais informa�
~ao, 
omo veremos adiante.Dem: Considere o 
aso em que nenhum dos Ki's est�a 
ontido num gap do outro. Ent~ao existeum par de gaps en
aixados, 
omo nas �guras abaixo (dizemos nesse 
aso que K1 e K2 est~aointer
alados)
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a)

Como �D(U1)�E(U2) > 1, ou jDU1j > jU2j ou jEU2 j > jU1j ) existe novo par de gaps 
omoem b) menor que o par (U1; U2)b)
Como �E(U1)�D(U2) > 1, ou jEU1j > jU2j ou jDU2j > jU1j ) existe novo par de gaps 
omoem a) menor que o par (U1; U2).Em qualquer 
aso obtemos um par de gaps menor, por exemplo no sentido de que a soma dos
omprimentos dos gaps dos pares de
res
e, e reapli
ando o argumento obtemos uma seq�uên
iade pares de gaps 
onvergindo a um ponto que ne
essariamente perten
e a K1 \K2. �Podemos de�nir, para p 2 K, �lo
(K; p) = limsup"!0 �(K \ (p� "; p+ ")), e analogamente(�D)lo
(K; p) e (�E)lo
(K; p). Para 
onjuntos de Cantor dinami
amente de�nidos, �lo
(K; p) n~aodepende de p (ver [PT2℄), e a mesma prova mostra que (�D)lo
(K; p) e (�E)lo
(K; p) tamb�emn~ao dependem de p. Vamos, portanto, denot�a-los por �lo
(K), (�D)lo
(K) e (�E)lo
(K) (asespessuras lo
ais de K).A a�rma�
~ao a
ima impli
a que se (�D)(K1) � (�E)(K2) � 1 e se (�E)(K1) � (�D)(K2) � 1ent~ao K1 �K2 
ont�em intervalo. 94



Como 
onseq�uên
ia, se (�D)lo
(K1) � (�E)lo
(K2) > 1 e (�E)lo
(K1) � (�D)lo
(K2) > 1 ent~aoK1 �K2 
ont�em intervalo. Para este �ultimo resultado ne
essitamos desigualdades estritas.De fato, no exemplo de Sannami de um 
onjunto de Cantor dinami
amente de�nido K 
om�(K �K) > 0 e int(K �K) = ? temos �lo
(K) = 1.
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