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Introducao

Estas sao as notas de um mini-curso que fui convidado a dar no IMCA em novembro de 2001.
Boa parte do material aqui contido foi adaptado das notas dos cursos “Primos de Mersenne
(e outros primos muito grandes)”, em colaboracdo com Nicolau Saldanha e “Conjuntos de
Cantor, Dinamica e Aritmética”, que dei no XXII Coléquio Brasileiro de Matematica, em
1999, e do artigo “Propriedades Estatisticas de Fragoes Continuas e Aproximagoes Diofantinas”,

publicado na Revista Matematica Universitaria.

O objetivo dessas notas é ser uma referéncia introdutéria sobre teoria dos nimeros e
aproximacoes diofantinas, destinada a alunos de graduacao ou mestrado em matematica. Boa
parte do material é totalmente elementar, sendo acessivel a bons alunos do ensino médio
(em particular aos olimpicos...). Agradeco aos Professores Cesar Camacho e Roger Metzger

pelo convite e a oportunidade de visitar o Peru e dar aulas sobre esse assunto tao fascinante.

Rio de Janeiro, 26 de outubro de 2001.






PARTE I

CONGRUENCIAS E NUMEROS PRIMOS






CAPITULO 1

Divisibilidade e Congruéncias

Neste primeiro capitulo veremos os topicos basicos de teoria dos nimeros, como divisibili-

dade, congruéncias e aritmética modulo n.

1 Divisao euclidiana e o teorema fundamental da
aritmética

A divisao euclidiana, ou divisao com resto, é uma das quatro operacoes que toda crianca aprende
na escola. Sua formulagao precisa é: dados a € Z, b € Z* existem ¢, € Z com 0 < r < |b] e
a = bq + r. Tais ¢ e r estao unicamente determinados e sao chamados o quociente e resto da
divisao de a por b. Se b > 0 podemos definir ¢ = |a/b] e se b < 0, ¢ = [a/b]; em qualquer caso,
r=a—>bq. O resto r é as vezes denotado por a mod b; definimos @ mod 0 = a. Lembramos que

|z ] denota o tnico inteiro k tal que k£ < x < k+1 e [z] o Gnico inteiro k tal que k—1 < < k.

Dados dois inteiros a e b (em geral com b # 0) dizemos que b divide a, ou que a é um
muiltiplo de b, e escrevemos b|a, se existir ¢ € Z com a = gb. Se a # 0, também dizemos que b

¢ um divisor de a. Assim, b|a se e somente se ¢ mod b = 0.

Proposigao 1.1: Dados a,b € Z existe um tunico d € N tal que d|a, d|b e, para todo ¢ € N,

se cla e c|b entao c|d. Além disso existem z,y € Z com d = ax + by.

Esse natural d é chamado o maximo divisor comum, ou mdc, entre a e b. Escrevemos

d = mdc(a, b) ou (se ndo houver possibilidade de confusao) d = (a, b).

Dem: O casoa =b =0 ¢ trivial (temos d = 0). Nos outros casos, seja I(a,b) = {ax+by;z,y €
Z} e seja d = axg + byy o menor elemento positivo de I(a,b). Como d € N*, existem ¢,r € Z

coma=dg+re0<r<d Temosr=a—dg=a(l—qxy)+b(—qyo) € I(a,b); comor <de



d é o menor elemento positivo de I(a,b), r = 0 e d|a. Analogamente, d|b. Suponha agora que
cla e ¢|b; temos c|ax + by para quaisquer valores de = e y donde, em particular, c|d. [ |
O algoritmo de Euclides para calcular o mdc baseia-se nas seguintes observacoes simples.
Sea =bg+r, 0 <r <b temos (com a notacdo da demonstracao acima) I(a,b) = I(b,r),
donde (a,b) = (b,r). Definindo ay = a, a; = b e a, = api1Gni2 + ani2, 0 < Apyo < appq (0u
seja, Gp49 € 0 resto da divisdo de a, por a,y1) temos (a,b) = (ap,a1) = (a1, az) = (ag,a3) =
-+ = (ap, ay41) para qualquer valor de n. Seja N o menor natural para o qual ayy; = 0: temos

(a,b) = (an,0) = ay.
Lema 1.2: Se (a,b) =1 e albc entao alc.

Dem: Como (a,b) =1, existem z,y € Z com ax + by = 1, logo alc = acx + bey. [

Quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si. Um natural p > 1 é chamado
primo se os unicos divisores positivos de p sao 1 e p. Um natural n > 1 é chamado composto

se admite outros divisores além de 1 e n.

Claramente, se p é primo e p{ a temos (p,a) = 1. Usando o lema anterior e indugao temos

o seguinte resultado:

Corolario 1.3: Sejam p um nidmero primo e sejam ay, . ..a,, € Z. Se pla; - - a,, entao pla;

para algum i, 1 <1 < n.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o teorema que diz que todo inteiro admite

fatoracao tnica como produto de primos.

Teorema 1.4: (Teorema fundamental da aritmética) Sejan > 2 um nimero natural. Podemos

escrever n de uma unica forma como um produto
n=Dp1 - "Pm
onde m > 1 é um natural e p; < ... < p,, sao primos.

Dem: Mostramos a existencia da fatoracao por inducao. Se n é primo nao ha o que provar

(escrevemos m = 1, p; = n). Se n é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 < a < n,



1 < b < n. Por hipétese de inducao, a e b se decompoem como produto de primos. Juntando

as fatoragoes de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoragao de n.

Vamos agora mostrar a unicidade, também por indugao. Suponha que

n=p1cPm = G

comp; < ... <Py 1 < oo < @y Como prlgy - - - gy temos py|g; para algum valor de i, donde,
como ¢; é primo, p; = ¢; e p; > ¢;. Analogamente temos ¢; < p;, donde p; = ¢;. Mas por
hipétese de inducao

n/pL=p2 Pm =G Qo
admite uma unica fatoragao, donde m = m' e p; = ¢; para todo 1. [

Outra forma de escrever a fatoracao é
n = p?l .. .pfrz”"
com p; <« < P, € > 0. Ainda outra formulacao é escrever
n = 2°3%5% ...p% ...

onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero finito de expoentes é

maior do que zero.

Segue deste teorema o outro algoritmo comum para calcular o mdc de dois numeros: fa-
toramos os dois nimeros e tomamos os fatores comuns com os menores expoentes. Este al-
goritmo é bem menos eficiente do que o de Euclides para inteiros grandes (que em geral ndo

sabemos fatorar) mas é instrutivo saber que os dois algoritmos dao o mesmo resultado.
Corolario 1.5: Se (a,n) = (b,n) =1 entao (ab,n) = 1.

Dem: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. |
Teorema 1.6: (Euclides) Existem infinitos niimeros primos.

Dem:  Suponha por absurdo que pi,ps, ..., p, fossem todos os primos. O nimero N =
P1-p2 -+ Pm+1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo, o que contradiz o teorema fundamental

da aritmética. ]



Observe que nao provamos que pj - pg---Pm + 1 é primo para algum conjunto finito de

primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids, 2-3-5-7-11-13+ 1 = 30031 = 59 - 509,
2:3:5:7-1=209=11-19,4'4+1=25=5%e 8 —1 = 40319 = 23-1753 nao sao primos. Nao

existe nenhuma féormula simples conhecida que gere sempre ntiimeros primos. Veja a secao 3.1.

2

Congruéncias

Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a é congruente a b médulo n, e escrevemos a = b (mod n), se

n|b —a. Como a congruéncia médulo 0 é a igualdade e quaisquer inteiros sdo congruos médulo

1, em geral estamos interessados em n > 1.

Proposicao 2.1: Para quaisquer a,a’,b, 0, c,n € Z temos:

(a)

1.

2.

a =a (mod n);
se a = b (mod n) entao b = a (mod n);
se a =b (mod n) eb=c (mod n) entao a = ¢ (mod n);

sea=d (modn)eb=10 (modn)entao a+b=d +0b (mod n);

se a = a' (mod n) entdo —a = —a’ (mod n);

sea=a (modn)eb="b" (modn)entdoa-b=d -0 (mod n).

Dem: Para o item (a) basta observar que nla —a = 0. Em (b), se n|b — a entao njla —b =

—(b—

a). Em (¢),sen|jo—a e n|c—bentaonjc—a = (¢c—0)+(b—a). Em senja —aeno —
). Em (c), se n|b |c—b entdo n| (c=b)+(b—a). Em (d), se n|d’ b =b

entao n|(a’'+b')—(a+b) = (a'—a)+ (V' —b). Em (e), se n|a’'—a entao n|(—a')—(—a) = —(a’' —a).
Em (f), se n|la’ —a e n|b" — b entdo n|a'd) — ab=d'(b/ — b) + b(a' — a). |
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Os itens (a), (b) e (¢) da proposi¢ao acima dizem, nesta ordem, que a relagio = (mod n)
“ . , wy £ . . C - - .
(“ser congruo moédulo n”) é uma relagao reflexiva, simétrica e transitiva. Relagoes satis-
fazendo estas trés propriedades sao chamadas relacoes de equivaléncia. Dada uma relacao de
equivaléncia ~ sobre um conjunto X e um elemento x € X definimos a classe de equivaléncia
T de x como

T={yecXl|y~uax}

observe que x ~ y se e somente se T = 7. As classes de equivaléncia formam uma particao de
X, i.e., uma colecao de subconjuntos nao vazios e disjuntos de X cuja uniao é X. O conjunto
{Z|x € X} das classes de equivaléncia é chamado o quociente de X pela relagao de equivaléncia

~ e é denotado por X/ ~.

Aplicando esta construgao geral ao nosso caso, definimos o quociente Z/(= (mod n)),
chamado por simplicidade de notagdo de Z/(n), Z/nZ ou as vezes Z,. Dado a € Z, a defini¢ao
de @ como um subconjunto de Z raramente serd importante: o importante é sabermos que
@ = d se e somente se a = a' (mod n). Se n > 0, a divisao euclidiana diz que todo inteiro a
é congruo a um unico inteiro ¢’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nosso nova
linguagem como

Z/(n)={0,1,... ,n—1}.
Quando nao houver possibilidade de confusao omitiremos as barras e chamaremos os elementos
de Z/(n) simplesmente de 0,1,... ,n — 1.

Os itens (d), (e) e (f) da proposicao dizem que as operagoes de soma, diferenca e produto
sao compativeis com a relagao de congruencia. E esta propriedade que torna congruencias tao

lteis, nos possibilitando fazer contas moédulo n. Podemos por exemplo escrever

196883 =1-10°4+9-10*+6-10>+8-10>+8- 10" + 3 - 10°
=1-1°4+9-1*+6-1>*+8-12+8-1'+3-1°

=14+94+6+8+8+3
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ja que 10 =1 (mod 9) (mostrando assim porque funciona o conhecido critério de divisibilidade
por 9). Uma formulagao mais abstrata da mesma idéia é dizer que as operacoes + e - passam

ao quociente, i.e., que podemos definir

1:2/(0) X B)(0) = B/(0),  -:Z/(n) x T/ (n) = T/ (n)

pora+b=a+bea-b=a-b A divida & primeira vista seria se a escolha de a e b nio
afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros o’ e b’ com @ = o’ e b = V. Os itens (d)

e (f) da proposicao sao exatamente o que precisamos: eles nos dizem que nestas condigoes

a+b=d+Vea-b=da V.

Proposicao 2.2: Sejam a,n € Z, n > 0. Entao existe b € Z com ab = 1 (mod n) se e

somente se (a,n) = 1.

Dem: Se ab = 1 (mod n) temos nk = 1 — ab para algum k, donde (a,n)|ab+ nk = 1 e
(a,n) = 1. Se (a,n) =1 temos ax + ny = 1 para certos inteiros z e y, donde ax = 1 (mod n).

Dizemos portanto que a ¢ invertivel ' mdédulo n quando (a,n) = 1 e chamamos b com

ab =1 (mod n) de inverso de a médulo n. O inverso é sempre tinico médulo n: se ab = ab’ =

(mod n) temos b = ab® = abb' = ' (mod n).
Corolario 2.3: Se (a,n) =1 eab=ab (mod n) entao b = (mod n).

Dem: Basta escrever b = abc = ab'c = b' (mod n) onde ¢ é o inverso de a médulo n. |

Definimos (Z/(n))* C Z/(n) por

(Z/(n))* = {@; (a,n) = 1}.

Observe que o produto de elementos de (Z/(n))* é sempre um elemento de (Z/(n))* (corolario

1.5).

LAlguns autores preferem escrever inversivel. Os interessados em discutir esta questdio ortografica devem

escrever para o Prof. Zoroastro Azambuja, IMPA, Estr. D. Castorina 110, Rio de Janeiro, RJ
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Teorema 2.4: (Teorema Chinés dos restos) Se (m,n) =1 entdo

f:Z/(mn) — Z/(m) x Z/(n)
a— (a,a)
é uma bije¢ao. Além disso, a imagem por f de (Z/(mn))* é (Z/(m))* x (Z/(n))*.

Note que cada @ na definicao de f é tomado em relacdo a um moédulo diferente. A funcao

esta bem definida pois @ mod mn determina a mod m e a mod n.

Dem: Como Z/(mn) e Z/(m) x Z/(n) tém mn elementos cada, para provar que f é bijetiva
basta verificar que f é injetiva. E, de fato, se « = ¢’ (mod m) e a = o (mod n) entado
m|(a — d') e n|(a — da'), donde mn|(a — a') e a = o' (mod mn). A imagem de (Z/(mn))* é
(Z)(m))* x (Z/(n))* pois (a,mn) = 1 se e somente se (a,m) = (a,n) = 1. |

Dados inteiros my, mo, . .. ,m,, dizemos que estes inteiros sao primos entre sise (m;, m;) =1

para quaiquer ¢ # j.
Corolario 2.5: Se my, my,... ,m, sao inteiros primos entre si. Entao

f:Z/(mimy---m,) = Z/(my) X Z]/(my) ---Z](m,)

a— (a,a,...,a)
é uma bijegao.
Dem: Basta aplicar o teorema anterior r vezes. |

A aplicacao mais comum deste teorema é para garantir que existe a com a = a; (mod m;)

onde a; sao inteiros dados quaisquer.

Problema resolvido: Prove que dado n € N existe um conjunto de n elementos A C N

tal que para todo B C A, B # @, Y x é uma poténcia nao trivial (isto é, um nimero da
zeB

forma mF, onde m, k sdo inteiros maiores ou iguais a 2), ou seja, A = {1, xo,...2,} tal que

T1,T2, ... Ty, L1+ Lo, L1+ T3y ... Ty 1+Tp,...,T1+To+...2T, sao todos poténcias nao triviais.

Solugao: A = {4} é solucao paran =1, A = {9,16} é solu¢ao para n = 2. Vamos provar a

existéncia de um tal conjunto por indugao em n. Suponha que A = {z1,...,x,} é um conjunto

13



com n elementos e para todo B C A, B# &, Y x = mIfBB. Vamos mostrar que existe ¢ € N
rzeB

tal que o conjunto A = {cay, ¢y, .. ., ¢y, ¢} satisfaz o enunciado.
Seja ¢ = mmc{k,, B C A, B # @} o minimo miiltiplo comum de todos os exponentes k.

Para cada B C A, B # & associamos um nimero primo pg > ¢, de forma que B, # By =
PB, # PB,, € associamos um natural r com rz = 0 (médulo p,), VX # B, lrg+1 =0 (mbdulo
pp) (tal rp existe pelo teorema chinés dos restos), e tomamos

Cc = H (]_ + m%B)ZTB.
BCA
BZo
Como ¢ é uma poténcia ¢-ésima, ¢ ¢ uma poténcia kp-ésima para todo B C A, B # &, portanto,
para B' C {czy,cxy, ..., cx,}, B' # @, teremos B' = {cx | x € B} para algum B C A, B # @.

Logo )  x serd uma poténcia kp-ésima.
zeB’

Além disso,

> w=ellrmp?) = | T (@m0 mpe)ee,
XeB'U{c} X);%AB

que é uma poténcia pg-ésima, pois rx é multiplo de pg para X # B e {rg + 1 é miltiplo de

PB- ]

3 A funcao de Euler e o pequeno teorema de Fermat

Definimos ¢(n) = |(Z/(n))*| (onde | X| denota o nimero de elementos de X). A funcao ¢ é
conhecida como a func¢ao de Euler. Temos ¢(1) = ¢(2) =1, e, paran > 2,1 < p(n) < n. Se
p é primo, ¢(p) = p — 1; mais geralmente ¢(p¥) = p* — p*~! pois (a,p¥) = 1 se e somente se a

1

nao é miltiplo de p e ha p*~! multiplos de p no intervalo 0 < a < p*.

Dizemos que os n nimeros inteiros ai, as, . .. , a, formam um sistema completo de residuos
(ou s.c.r.) médulo n se {aj,as,...a,} = Z/(n), isto é, se os a; representam todas as classes
de congruéncia modulo n. Por exemplo, 0, 1, 2, ... n — 1 formam um s.c.r. moédulo n.

Equivalentemente, podemos dizer que ay, as, ... ,a, formam um s.c.r. médulo n se e somente

14



se a; = a; (mod n) implicar i = j. Os ¢(n) ndmeros inteiros by, by, ... , by formam um

sistema completo de invertiveis (s.c.i.) médulo n se

{b1, b2, - o } = (Z/(n))",

isto é, se os b; representam todas as classes de congruéncias invertiveis médulo n. Também
equivalentemente, by, by, ... , by, formam um s.c.i. médulo n se e somente se (b;,n) = 1 para

todo i e a; = a; (mod n) implicar ¢ = j.

Proposicao 3.1: Sejam ¢q,r,n € Z, n > 0, q invertivel médulo n, ay,as,... ,a, um S.c.r.
médulo n e by, by, ... by um s.c.i. médulo n. Entao qa; +r,qaz+7,... ,qa, +r formam um

s.c.r. modulo n e qby, qbs, ...qby(,) formam um s.c.i. modulo n.

Dem: Se ga; +r = qga; +r (mod n) entao n|q¢(a; — a;) e a; = a; (mod n), donde i = j; com

isto provamos que qa, + r,qas +r,... ,qa, + r formam um s.c.r..

Como (¢,n) = (bj,n) = 1, temos (¢b;,n) = 1. Por outro lado, se ¢b; = ¢b; (mod n) temos

b; = b; (mod n) (como no pardgrafo anterior) e ¢ = j. Isto conclui a demonstragao. |
Teorema 3.2: (Euler) Sejam a,n € Z, n > 0, tais que (a,n) = 1. Entdo a¥*™ =1 (mod n).

Dem: Seja
b1, b2, ... bym)

um s.c.i. médulo n. Pela proposicao anterior,
aby, aby, . . . ab, )
também formam um s.c.i. mdédulo n. Assim,
by by~ -bymy = aby - aby---abyry (mod n)

pois modulo n os dois lados tém os mesmos fatores a menos de permutacao. Mas isto pode ser
reescrito como

a?™(by by b)) =1+ (b -ba -+ -bymy)  (mod n)

e pelo coroldrio 1.9 isto implica a¥™ =1 (mod n). [ |
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Coroldrio 3.3: (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é primo entao, para todo inteiro a, o = a

(mod p).
Dem: Se pla, entdao a? = a = 0 (mod p). Caso contrario, p(p) =p—1, a?' =1 (mod p) e
novamente a? = a (mod p). |

Outra demonstracao do pequeno teorema de Fermat é por inducao em a usando o binémio

de Newton e algumas propriedades de nimeros binomiais. Se 0 < ¢ < p temos

(?) = Z'(Pi" =0 (mod p)

i (p—1i)!
pois hd um fator p no numerador que nao pode ser cancelado com nada que apareca no de-
nominador. Os casos a = 0 e a = 1 do teorema sao triviais. Supondo valido o teorema para a,

temos

(a+1)”:a”+<11)>a”1+---+ (p€1>a+1

=d +1

=a+1 (modp)
e a indugao esta completa.
Corolério 3.4: Se (m,n) =1 entdo ¢(mn) = ¢(m)p(n).

Dem: Construimos uma bijecao entre (Z/(mn))* e (Z/(m))* x (Z/(n))*, o que garante que
estes conjuntos tém o mesmo numero de elementos. [
Corolario 3.5: Se

n= Pyt
comp; <py <...<ppnee; >0 para todo i entao

em—1

e(n) = (pi —pi )52 — =) - (e — pir ™)

()22

Dem: Isto segue da férmula que ja vimos para ¢(p®) e do corolario anterior. [

16



Em particular, se n > 2 entdo ¢(n) é par.

Problema resolvido: Exiba n € N tal que 2" tenha mais de duas mil casas decimais e tenha

entre suas 2000 ultimas casas decimais 1000 zeros consecutivos.

(52000)

Solugdo: 2¢ 52000)

= 1 (mddulo , pelo Teorema de Euler. Portanto, existe b € N com

52000) 52000)

2¢(

= 52000p 4 1, e teremos 22000+¢( = 102000 4 22000 "o portanto os 2000 tltimos

22000 " que tem no maximo

digitos de 22000+¢(*™) coincidem com a representacao decimal de
667 digitos, pois 28 < 10 = 22000 < 93667 1667 Degta forma, 22000+965™™) tem pelo menos
2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as 2000 tltimas casas decimais, de modo que

n = 4.5 4+ 2000 satisfaz as condigoes do enunciado (pois ¢(529%0) = 4.51999). |

Mais adiante estudaremos equacoes do segundo grau em Z/(p); vejamos desde ji um pequeno

resultado deste tipo que garante que os Unicos a que sao seus proprios inversos modulo p sao 1

e —1.

Lema 3.6: Se p é primo entdo as unicas solugoes de 1> = 1 em Z/(p) sdo 1 e —1. Em

particular,se x € (Z/(p))* — {1, -1} entdo ' # x em Z/(p).

Dem: Podemos reescrever a equagio como (z —1)(z+1) = 0, o que torna o resultado trivial.

Teorema 3.7: (Wilson) Sejan > 4. Entdo (n—1)! = —1 (mod n) sen é primoe (n—1)! =0

(mod n) se n é composto.

Dem: Se n é composto mas nao é o quadrado de um primo podemos escrever n = ab com
1 < a < b < n: neste caso tanto a quanto b aparecem em (n — 1)l e (n — 1)! = 0 (mod n).
Se n = p?, p > 2, entdo p e 2p aparecem em (n — 1)! e novamente (n — 1)! = 0 (mod n); isto

demonstra que para todo n composto, n > 4, temos (n — 1)! =0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n—1)! = —(2-3---n—2) (mod n); mas pelo lema anterior
podemos juntar os inversos aos pares no produto do lado direito, donde (n—1)! = —1 (mod n).
[ |
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4 A funcao de Mobius

Vejamos inicialmente uma propriedade da funcao .

Teorema 4.1: Para todo natural n,

Z o(d) = n.
dln

Este teorema segue facilmente da férmula que provamos para ¢(n) na segdo anterior. Dare-

mos entretanto uma demonstracao bijetiva.

Dem: Considere as n fragoes

n—1

g0y

SIo

1
n

n

e simplifique cada uma delas: obtemos assim, para cada d|n, ¢(d) fragoes com denominador d,

donde segue a identidade do enunciado.

Mais formalmente, dado @ € Z/(n), sejam d = n/(n,a) e ' = a/(n,a). Claramente
a € (Z/(d))* e definimos assim uma fungdo de Z/(n) para a unido disjunta dos conjuntos
(Z/(d))*, onde d varia sobre os divisores de n. A inversa desta funcao leva o’ € (Z/(d))* em @,

a =nad'/d, donde a fungao é uma bijecao. [

O processo de construir g a partir de f como
g(n) =) _ f(d)
din

¢ bastante comum em teoria dos nimeros. Seria interessante poder inverter esta identidade
para escrever f a partir de g. O teorema anterior nos mostra que se fazemos f = ¢ na equacgao
acima temos g(n) = n; invertendo esta identidade terfamos uma férmula para ¢. O objetivo

desta secao é mostrar como fazer este tipo de inversao.

Definimos a fun¢ao de Mobius pu : N* — Z por

(_1)m7 S€ N =pip2- - Pm, COM P1,P2," ", Pm primos diStiﬂtOS,
p(n) =
0, se n tem algum fator primo repetido em sua fatoragao.
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Assim, (1) = p(6) = p(10) =1, pu(2) = p(3) = p(5) = u(7) = =1 e p(4) = p(8) = pu(9) = 0.

Lema 4.2: Para todo inteiro positivo n temos

]'7
> u(d) =

dln 0, sen>1.

sen =1,

Dem: O cason =1 é trivial. Se n > 1, seja p um divisor primo de n e seja n = p°n’ com

p{n'. Temos

Soud =Y wd+ 3 wd+ Y

dln dln,ptd d|n,p|d,p?td d|n.p?|d
=Y uld)+ Y plpd) +0
d|n' d'|n’
= u(d) = uld)
d|n' d'|n’
=0.

Teorema 4.3: (Férmula de inversdo de Mobius) Se para todo n > 0 temos
g(n) = _f(d)
din

entao

f(n) = uln/d)g(d).

d|n

Observe que a férmula do coroldrio 1.16 para ¢(n) segue facilmente dos dois teoremas acima.

Dem: Basta provar que

f(n) =Y uln/d) | Y f(d)

d|n d'|d
Mas, escrevendo d” = n/d e m = n/d temos
’

S uln/d) [ D FE) | =D D wd) ) fln/m) = f(n).

d|n d'|d mln \d'|m
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Teorema 4.4: (Segunda férmula de inversao de Mobius) Sejam f e g fungées reais com

dominio (0, +00) tais que f(t) = g(t) = 0 para todo t < 1. Se

para todo x entao entao

Dem: Basta provar que

mas, tomando m = kr a ultima soma ¢é igual a
- x
> % ulk) | £ (=)
que pelo lema é igual a f(x). |

Apesar de nao estar relacionada com o resto da nossa discussao, nao podemos deixar de

mencionar a seguinte conjectura.

Conjectura 4.5: (Hipdtese de Riemann) Se oo > 1/2 entao

ol
fian, o 2 lm) =0

Esta é uma das formulacoes da famosa hipétese de Riemann, um dos problemas em aberto

mais importantes da matematica.

Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja f : (0, +00) — R definida por f(t) = 0 se

t<le

S ft/k) =1, set>1

00
k=1
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entdo, para todo a > 1/2,

lim /()

t—oo ¢

=0.

De fato, pela segunda férmula de inversao de Mobius temos

5 Bases

A notagao usual para naturais é a chamada base 10, com algarismos 0,...,9. Isto significa,

por exemplo, que
196883 = 1-10° +9-10* +6 - 10* + 8- 10% + 8- 10" + 3 - 10,
O teorema abaixo mostra como escrever qualquer natural em qualquer base d.

Teorema 5.1: Sejan > 0 ed > 1. Entao existe uma unica seqiiéncia ay, ... ,Gy,... COMmM as

seguintes propriedades:
(a)
1. para todo k, 0 < a; < d,
2. existe m tal que se k > m entao a = 0,

3. n=>, apdr.

Dem: Escrevemos n = ng = nid+ag, 0 < ap < d, ny =ned+ay, 0 < a; < d, e em geral
ng = ngr1d + ag, 0 < ap < d. Nossa primeira afirmacao é que ny = 0 para algum valor de
k. De fato, se ng < d™ entdo n; < d™ ' e mais geralmente, por inducdo, n, < d™ *; fazendo
k > m temos n, < 1 donde ny = 0. Segue dai que ax, = 0 para k > m. A identidade do item

(c) é facilmente demonstrada por inducao.

Para a unicidade, suponha >, apd® =", bd®. Se as seqiiéncias qy, e by, sdo distintas existe
. : : k—j _
um menor indice, digamos j, para o qual a; # b;. Podemos escrever a; + ij apd"I =

bj+ D ks brd*~7 donde a; = b; (mod d), o que é uma contradigao. |
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As vezes é interessante considerar expansoes nao apenas em outras bases mas com outros
conjuntos de algarismos (veremos um exemplo disso no tltimo capitulo). Por exemplo, podemos
preferir algarismos negativos pequenos a algarismos positivos grandes e assim um bom conjunto

de algarismos na base 10 seria
—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5.

Desta forma, escrevemos 13 = 1-10+ 3 mas escrevemos 9 =1-10—1e 64 =1-10% —4-10+ 4.

Generalizando, os algarismos na base d seriam os inteiros a com —d/2 < a < d/2, ou seja,
a=—|(d-1)/2|,—-|(d-1)/2] +1,...,-1,0,1,...,|d/2] —1,]d/2].

Este conjunto de algarismos nos permite enunciar um teorema analogo ao anterior, com a

diferenca que agora numeros negativos nao precisam ser tratados em separado.

Teorema 5.2: Sejan € Z e d > 2. Entao existe uma tnica seqiiéncia ag, . .. , Gy, ... COM as

seguintes propriedades:
(a)
1. para todo k, —d/2 < a), < d/2,
2. existe m tal que se k > m entao a, = 0,

3. n=Y, apdr.

Dem: Escrevemos n = ny = nyd + ag, —d/2 < ap < d/2, ny = ned + a1, —d/2 < a; < d/2,
e em geral ny = ngy1d + ag, —d/2 < a < d/2. Novamente, nossa primeira afirmacgao é que

ni = 0 para algum valor de k. De fato, se

entao, por inducao,

—d™ )2 < nyp < d™F/2;

fazendo k > m temos ny = 0. Segue dai que a; = 0 para k > m. A identidade do item (c) e a

unicidade sao demonstradas como no teorema anterior. |
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Pode-se estudar representacoes na base d com outros conjuntos X de algarismos. Algumas
condicoes minimas para que X seja um conjunto de algarismos interessante sao que 0 € X, que

X seja um sistema completo de residuos e que o mdc dos elementos de X seja 1.

6 Corpos e polinémios

Um grupo é um conjunto G munido de uma operacao *x : G X G — G e um elemento e € G

com as seguintes propriedades:

1. para quaisquer a,b,c € G, ax (bxc) = (axb) xc.
2. para qualquer a € G, axe =exa = a,

3. para qualquer ¢ € G existe be G com axb=bxa =e.

Se além disso tivermos a % b = b * a para quaisquer a,b € G dizemos que o grupo é comutativo
ou abeliano. Quando a operacao * se chama + dizemos que G' é um grupo aditivo e chamamos
o elemento neutro ¢ de 0. Se a operacao se chama - chamamos G de grupo multiplicativo e
denotamos o elemento neutro e por 1. Assim, Z/(n) é um grupo abeliano aditivo e (Z/(n))* é
um grupo abeliano multiplicativo.

Um anel comutativo com unidade é um grupo abeliano aditivo A munido de uma segunda
operacao - : A x A — A satisfazendo a- (b-¢) = (a-b)-c,a-(b+¢)=(a-b)+(a-¢),a-b=b-a
para quaisquer a,b,c € A e um elemento 1 € A com 1-a = a para todo a € A. Assim, Z/(n) é

um anel comutativo com unidade.

Um corpo é um anel comutativo com unidade onde para todo a € K com a # 0 existe
b e K coma-b=1. Repetindo entao, K é munido de duas operacoes + : K x K — K e
-: K x K — K, de uma funcao — : K — K e dois elementos especiais distintos chamados 0 e

1 satisfazendo as seguintes propriedades:

a+(b+c)=(a+b)+c

a+0=a
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a+(—a)=0
a+b=b+a
a(b+c) =ab+ ac
a(bc) = (ab)c
al =a
ab = ba
e onde para todo a € K, a # 0 existe b € K com
ab=1.
Os exemplos mais conhecidos de corpos sdo Q, R e C. Vimos no capitulo anterior que Z/(p)
também é um corpo se p é primo; veremos a seguir outros exemplos de corpos finitos.

Dado um corpo K, definimos o anel comutativo com unidade K[z] como sendo o conjunto
das expressoes da forma P = ag + a1z + asx?® + -+ - + a,z", chamados de polinémios com
coeficientes em K. Observe que x é um simbolo formal e ndo um elemento de K; apesar disso,

cada polinomio define uma funcao polinomial

P.K—>K
c— P(c) = ap + arc + axc® + - - + apc”

também chamada de P. A distin¢ao entre um polinomio e uma fungao polinomial é bem
ilustrada pelo polindémio P = a? — x € (Z/(p))[x]: este polinémio é nao nulo pois seus coe-
ficientes sao nao nulos mas para todo x € Z/(p) temos P(x) = 0 pelo pequeno teorema de
Fermat.

Se P =5 a;z" e Q = > b;x" sdo polinomios definimos P+ Q = > (a; +b;)2’ e PQ = ¢;a*

onde ¢, = ) a;b;. Definimos o grau deg P de um polinomio P = ap+a1T+asx’+- - -+ a,x"

i+j=k
como sendo n se a, # 0 mas a,, = 0 para m > n; definimos ainda o grau do polinémio 0 como

sendo —oo.

Lema 6.1:  Para quaisquer polinémios P e @ temos deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) e
deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}

Dem: Facil. ]
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Observe que definimos —oo < n e (—00) + (—00) = —00 +n = —oo para todo n. Temos

uma forma de divisao com resto em K|z].

Teorema 6.2: Sejam A, B € K[z|, B # 0. Entdo existem tnicos polinomios @, R € K|z]
com A=QB+ R edegR < degB.

Dem: A demonstracao é feita por indugao no grau de A. Se deg(A) < deg(B), tomamos
@ =0, R = A. Caso contrario, sejam n e m os graus de A e B e sejam a e b os coeficientes
de mais alto grau destes polinomios. Podemos escrever A = (a/b)x™ ™ B + Ay, com deg(A;) <
deg(A). Pela hipétese de indugdo, temos A; = Q1B + R, com deg(R) < deg(B). Fazendo
Q = (a/b) + 2" ™ + @, temos A = @B + R. A unicidade segue facilmente do lema anterior.
[

A demonstracao acima nada mais é do que o algoritmo usual de divisao usual. Um polinomio
P tem raiz a (i.e., P(a) = 0) se e somente se (x — a)|P. Mais geralmente, P(a) é o resto da

divisao de P por x — a.
Proposicao 6.3: Um polinémio P nao nulo de grau n tem no maximo n raizes.

Dem: A demonstracao é feita por indugao em n = deg(P); os casos n = 0 e n = 1 sao
triviais. Se P tivesse n + 1 raizes distintas ay,... ,a,;; entdo P seria miltiplo de (z — a,41);

P/(x — ay41) teria grau n — 1 e raizes aq, ... , a,, contradizendo a hipétese de indugao. [ |

A partir da divisao com resto podemos repetir muitas das construcoes feitas para Z no
capitulo anterior; dizemos que K[z| (assim como Z) é um dominio euclidiano. Daremos um

esboco desta teoria; estes resultados nao serao necessarios para acompanhar o resto do livro.

Definimos A|B se existe C' com AC' = B e dizemos que um polindémio P de grau maior que
n > 0 é irredutivel se seus divisores todos tém grau 0 ou n (assim generalizando o conceito de

nimero primo). O conceito de mde também se generaliza, como indicado na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 6.4: Dados polinémios nao nulos A, B € K|z| existe um tnico D € Klz| (a
menos de multiplicagao por constante) tal que D|A, D|B e, para todo C € K[xz], se C|A e C|B
entao C|D. Além disso existem E,F € Z com D = AE + BF.
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Dem: Definimos I(A, B) = {AE+BF;E, F € K|z|} e tomamos D de grau minimo dentre os

elementos nao nulos de I(A, B); o resto da demonstracao é analoga a da proposigao 1.1. [ |

Polinémios irredutiveis sao como numeros primos: um produto de polinémios sé é multiplo

de um polinomio irredutivel se um dos fatores o for.

Proposigao 6.5: Sejam P um polinémio irredutivel e sejam Ay, ... A, € K[z]. Se P|(Ay -+ Ap)
entao P|A; para algum i, 1 < i < n.
Dem: Anéloga a do corolario 1.3. |

Temos também um teorema de fatoragao unica.

Teorema 6.6: Todo polinomio pode ser fatorado como um produto de polinémios irredutiveis;

esta fatoracao é unica a menos da ordem dos fatores.

Dem: Analoga a do teorema fundamental da aritmética, usando a proposigao acima e fazendo

inducao no grau do polinomio. [

Os exemplos mais evidentes de polinomios irredutiveis sao os da forma = — a, a € K.
Quando estes sao os unicos polinémios irredutiveis dizemos que o corpo é algebricamente

fechado. Polinomios de grau 2 e 3 sao irredutiveis se e somente se nao tém raizes.

O pequeno teorema de Fermat também admite uma formulagao em termos de polinémios.

Teorema 6.7: Seja p primo; em (Z/(p))[z] temos

W —r=xx—-1)(x—-2)--(x—(p—1)).

Dem: Os dois polinomios dos dois lados da equacao tém grau p e o coeficiente de 2”7 é 1 nos
dois casos. Assim, a diferenca tem grau menor do que p mas se anula em p pontos: 0, 1, ...

p — 1. Pelo corolario anterior, esta diferenca deve ser o polinomio zero. [
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A partir do teorema acima temos uma nova prova do teorema de Wilson: 2P~! — 1 =
(x — 1)z —2)---(xr —(p—1)) em (Z/(p))[x], mas o coeficiente independente é —1 do lado

esquerdo e (p — 1)! do lado direito.

Podemos definir congruéncias em K|[z]:
A=B (mod P) < P|(B—A).

As propriedades basicas de congruéncias podem ser traduzidas para este novo contexto e pode-
mos definir um quociente K|[x]/(P) da mesma forma como definimos Z/(n); demonstra-se que

K|[z]/(P) é um corpo exatamente quando P ¢é irredutivel.

Prometemos que verfamos outros exemplos de corpos finitos além de Z/(p): o pardgrafo
acima ensina que podemos construir tais corpos como (Z/(p))[x]/(P) onde P € (Z/(p))[z] é
irredutivel. Por exemplo, o polindomio 2 + x 4+ 1 ¢ irredutivel em (Z/(2))[z] o que nos permite
construir um corpo de 4 elementos: 0, 1, z e z+1. As operagoes em Z/(2) e a relagdo 72 = x+1

definem as operagoes neste corpo (denotamos = + 1 por z'):

De fato existem em (Z/(p))[z] polindmios irredutiveis de qualquer grau e todo corpo finito
pode ser construido desta forma. Enunciaremos sem demonstracao um teorema que classifica

os corpos finitos.

Teorema 6.8: FExiste um corpo finito com q elementos se e somente se q é da forma p" para
algum primo p e algum inteiro positivo n. Além disso, dados dois corpos finitos K; e Ky com o
mesmo nimero de elementos existe uma tnica bije¢ao f : K; — Ky com f(a+b) = f(a)+ f(b)

e f(ab) = f(a)f(b) para quaisquer a,b € K.

Uma bijecdo como a descrita acima é chamada de isomorfismo e dois corpos sao ditos
isomorfos se existe entre eles um isomorfismo; a idéia é que corpos isomorfos sao iguais a menos
dos nomes dos elementos. Veremos mais tarde outras formas mais concretas de construir corpos

finitos.
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7 Ordens e raizes primitivas

Dados n,a € Z com n > 0 e (a,n) = 1, definimos a ordem de a médulo n, denotada por ord,, a,
como sendo o menor inteiro positivo ¢ com a' =1 (mod n). Analogamente, se K for um corpo
finito e a € K, a # 0, definimos a ordem de a em K, denotada por ordg a, como sendo o menor

inteiro positivo ¢ com a' =1 € K; temos ord, a = ordz () a.

Claramente a¢ = a¢ (mod n) se e somente se ¢ = ¢’ (mod ord, a); pelo teorema de Euler,
ord, alp(n).

Dizemos que a é uma raiz primitiva médulo n se ord, a = ¢(n). Analogamente, dizemos
que a é uma raiz primitiva em K se ordga = ¢ — 1, onde ¢ = |K| é o nimero de elementos
de K. Por exemplo, 2 é raiz primitiva médulo 5 mas 2 nao ¢ raiz primitiva médulo 7 (2° = 1
(mod 7)). Também ¢é ficil verificar que ndo existe raiz primitiva médulo 8 pois se x é impar

entdo 2 =1 (mod 8). Podemos também dizer que a é raiz primitiva se a fungio

Z/(¢(n)) = (Z/(n))*

r—a
ou

Z/(g—1) — K*

r—a”

é injetora. Como o dominio e contradominio sao conjuntos finitos com o mesmo nimero de
elementos, a funcao é injetora se e somente se ela é sobrejetora. Podemos assim dizer que a é
uma raiz primitiva médulo n se e somente se para todo b € (Z/(n))* (ou para todo b € K*)

existe r com a” = b.

Um corolério desta caracterizagao de raizes primitivas é que se a é raiz primitiva modulo n
e m|n entdo a é raiz primitiva médulo m. O objetivo da préxima se¢do é caracterizar os valores
de n para os quais existe uma raiz primitiva moédulo n. Nesta secao mostraremos que todo
corpo finito admite raiz primitiva; em particular existe raiz primitiva médulo p para qualquer

primo p.

Precisamos primeiro de uma versao do pequeno teorema de Fermat para corpos finitos:
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Teorema 7.1: Se K é um corpo finito e ¢ = |K| entdo a? — a = 0 para todo a € K.

Dem: Se a = 0 o teorema vale; vamos supor a partir de agora a # 0. Sejam by,...b,_1 0s
elementos nao nulos de K. Os elementos aby, . .. ab,_; sdao todos nao nulos e distintos, logo sao

0s proprios by, ...b,_1, apenas permutados. Assim

b1 . b2 v bq—l = (abl)(abQ) e (abq_l)
= aqfl(bl by - 'bq—l)

eal !t =1. [ |

Segue deste teorema que ordy al¢g — 1, analogamente ao que ji sabiamos para Z/(n). A

partir do que vimos sobre polinomios temos também que
2l —v=x(r—"0b) - (r—bg—1)
em K|x].
Teorema 7.2: Se K é um corpo finito entao existe raiz primitiva em K.

Dem: Seja d um divisor de ¢ — 1: definimos N(d) como o nimero de elementos de K* de
ordem d. Claramente » ,  N(d) =¢— 1.

Se N(d) > 0, seja ag um elemento de K com ords ag = d: os elementos 1, ag, a2, ...a%™" sdo

raizes do polinémio z¢ — 1 = 0. Como este polindmio tem no méaximo d raizes, estas sao todas
as raizes. Assim, os elementos de K de ordem d sdo precisamente ajj, r € (Z/(d))*. Assim os
tinicos valores possiveis para N(d) sao 0 e p(d). Mas como }>,  N(d) = >, ¢(d) =q¢—1,
temos N (d) = ¢(d) para todo d|¢ — 1. Em particular N(¢ — 1) > 0 e existem raizes primitivas.

[

Apesar de existirem raizes primitivas modulo p para todo primo p nao existe uma férmula
simples para obter uma raiz primitiva. Por outro lado, conjectura-se que todo inteiro que nao

é um quadrado é raiz primitiva para infinitos valores de p (conjectura de Artin).

Coroldrio 7.3: Dados z € K* e um inteiro positivo k existe y € K* com y* = z se e somente

se x(qfl)/mdc(k,Q*l) - 17 onde q = |K|
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Dem: Se x = y* entdo gle~1)/mdelka—1) — (ya-1)k/mde(k,g=1) — 1 pois y?~! = 1. Suponha
agora que gl 1/mde(ka=1) — 1 Sejam @ uma raiz primitiva de K e r € Z com = = da’.
Temos (a")le~V/mde(ka=1) — 1 donde mdc(k,q — 1) | r e portanto existem inteiros u,v com

ku+ (¢ —1)v =r. Assim 7 = " = a**+4=D? = (g*)k . (a971)? = y* onde y = a". u

8 Raizes primitivas em Z/(n)

Nesta secao caracterizaremos os inteiros n para os quais existe raiz primitiva médulo n.

Lema 8.1: Sejam p um nimero primo e a € 7Z uma raiz primitiva modulo p. Entao a ou

a' = a + p é raiz primitiva médulo p?.

Dem: Pelo binoémio de Newton, a’? = (a + p)? = a” (mod p?). Sem perda de generalidade,
podemos supor a? Z a (mod p?) ou a?~t £ 1 (mod p?), donde ordy2a #p—1. Comop—1 =
ord, a | ord,: a | p(p?) = p(p — 1) isto implica em ord,» a = p(p — 1). [

Lema 8.2: Se p é um numero primo impar e a é raiz primitiva médulo p? entio a é raiz

primitiva médulo p* para todo k > 2, k € Z.

Dem: Temos a’~!' =1 (mod p), mas a?~! # 1 (mod p?), donde a?~! = 1 + byp com by # 0
(mod p). Vamos mostrar por indugiao que a’ =) =14 bjp’tt com b; = by (mod p). Podemos

escrever
P 1) (apj(p—l))p
= (L+bp )

=1+pbp ™ + <12)> Dip R 4+ U

=1+b;(1+ <§> bip’ + - .bg?*lp(pfl)ﬂpﬂ)pjw

=1 + bj+1pj+2

com bjy1 = b; (mod p) pois o paréntesis na pentltima linha é da forma 1+ um miltiplo de p.

Esta ultima afirmacao segue da positividade dos expoentes de p exceto no caso j = 0; neste

p

2) = 0 (mod p) pois p > 2

caso o expoente do primeiro termo nao trivial é zero mas temos (
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(é neste ponto que precisamos da hipétese de p ser impar). O lema segue de a(P=1)p* Zz 1
(mod p*) por inducdo, pois teremos (p — 1)pF~? = ordye-1a | ordyea | o(p*) = (p — 1)pF 1,
donde ord,xa = (p — 1)p**. |

Exemplo: 2 ¢ raiz primitiva médulo 5%, ¥k € N. De fato, 2 é raiz primitiva médulo 5, e, como
2* = 16 # 1 (mddulo 25), 2 é raiz primitiva médulo 25 = 52 (como no Lema 8.1). Portanto,

pelo Lema 8.2, 2 é rais primitiva médulo 5%, V& € N.

Problema resolvido: Mostre que existe n natural tal que os mil ultimos digitos de 2" per-

tencem a {1,2}.

Solugao: Observamos inicialmente que para todo k € N existe um nimero my de k algarismos,

todos 1 ou 2, divisivel por 2¥. De fato, m; = 2 e my = 12 satisfazem o enunciado.

Seja my, = 28 -1, 7 € N, Se 7y, é par, tome myq = 2 - 10¥ 4+ my, = 2F71(5% 41, /2), e se 7y,
+

é impar, tome my, = 10F +my, = 287 1(5% + ry) /2.

Como mygee = 2 (mddulo 10), 5 nao divide riggg = migee/2'°°. Como 2 é raiz primitiva
médulo 5190 existe k € N com 2% = rig99 (mddulo 51°°). Logo 28 = b - 51990 + 5y, para

algum b € N. Portanto, 241000 — . 101000 4 21000 . 4. W0 — b - 1009  my000, € as 1000 dltimas
g

2k;+1000

casas de sao as 1000 casas de mqgo, que pertencem todas a {1, 2}. [ |

Lema 8.3: Sejan > 1. O nimero de solugoes para a congruéncia > = 1 (mod n) é:

1. Isen=2,

2. 2sen =4,

3. 4sen=2%k>2,

4.  2sen =p* pum primo impar,

5. 2™t gen =2kpit...pfm ondei=0sek<1l,i=1sek=2ei=2sek>2.

Dem: Os itens (a) e (b) sdo verificaveis diretamente. As quatro solu¢des no item (c) sao 1,

k=1 _ 1,2k 1 4 1 e 28 — 1. De fato, é facil verificar que estes quatro valores sdao solucdes da
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congruéncia. Por outro lado, para que a seja solugdo da congruéncia devemos ter 2¢|(a+1)(a —
1) = a® — 1; portanto a deve ser impar. Um dentre a — 1 e a + 1 deve ser da forma 2b, b impar.
Assim o outro deve ser multiplo de 2571, o que diz que a deve ter um dos quatro valores acima.
Analogamente para o item (d), apenas um dentre a — 1 e a+1 é multiplo de p, o que s6 permite

as solucoes 1 e n — 1.

Para o item (e) usamos os itens anteriores e o teorema chinés dos restos: a é solucdo da
congruéncia acima se e somente se a satisfaz > =1 (mod 2¥) e a? =1 (mod p{’) para cada i.
Assim, o niimero de solugoes médulo n é o produto do niimero de solugoes médulo 2%, pft, ... |

per, o que nos dé a férmula do item (e). |

Teorema 8.4: Um inteiro n > 1 admite raiz primitiva se e somente sen =2, n =4 oun é

da forma p* ou 2p*, onde p é um primo impar, admite raiz primitiva.

Dem: Os casos n =2 e n = 4 podem ser verificados diretamente. A existéncia de uma raiz
primitiva médulo p* (p um primo impar) segue dos dois primeiros lemas desta se¢io. Para o
caso 2pF. seja a uma raiz primitiva médulo p*: a ou a + p*, aquele que for impar, serd uma raiz
primitiva médulo 2p* pois ¢(2p%) = o(p*).

Se n nao for de uma destas formas, o lema anterior garante que a congruéncia z? = 1
(mod n) admite mais de duas solugoes. Por outro lado, a existéncia de uma raiz primitiva
a médulo n garante que a congruéncia z? = 1 (mod n) s6 tem as solugoes 1 e n — 1. De
fato, qualquer solucao pode ser escrita da forma a* para algum & e nossa congruéncia torna-se
a?* =1 (mod n) ou 2k = 0 (mod ¢(n)), que s6 tem as solugoes k =0 (a* =1) e k = (p(n))/2
(a* =n —1 (mod n)).

Outra demonstracao, sem usar o lema anterior, consiste em observar que se n nao for de uma
destas duas formas entao n = niny, com ny, ny > 3 e mdce(ny, ny) = 1. Temos entdo afm/2 =1

(mod n) para todo a inteiro com mdc(a,n) = 1, pois p(n;) | ¢(n)/2 e p(ns) | ¢(n)/2. |

9 A lei da reciprocidade quadratica

A lei de Gauss de reciprocidade quadratica afirma que se p e ¢ sao primos ha uma relacao direta

entre p ser quadrado modulo ¢ e ¢ ser quadrado médulo p. Este teorema fornece um rapido
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algoritmo para determinar se a é quadrado médulo p onde a é um inteiro e p um nimero primo.

Definicdo 9.1: Seja p um primo e a um inteiro. Definimos o simbolo de Lagrange (%) por

f

0 se p divide a
a
<1—9> = —1 sea nao é quadrado mdédulo p

1 se pfa ea é quadrado modulo p.

\

Proposicao 9.2: Seja p um primo impar e a € Z tal que p{ a. Entao (%) = a7 (mod p).

Dem: Sabemos que se p { a entdo a’ ! = 1 (mod p), ou seja, XP~* — 1 tem como raizes
1,2,...,p—1em Z/(p). Por outro lado, X?~! — 1 = (Xp%1 - 1)(Xp7§1 +1). Se existe b € Z

tal que @ = b? (mod p) entdo a= = ! = 1 (mod p); ou seja, (%) =1=ad7 (mod p).

Como X? = Y? (mod p) & X = £Y (mod p), hd pelo menos 1 quadrados em (Z/(p))*,

logo os quadrados sao exatamente as raizes de X 'Y —lemZ /(p), donde os nao quadrados sao

exatamente as raizes de X7 4 1, ou seja, se (I—';) = —1 entdo b*T = —1 (mod p). |

Corolario 9.3: Se p é primo impar entao (_71) = (-1)=.

Vamos agora reinterpretar a Proposicao 1. Seja a € (Z/(p))*. Para cada j = 1,2,... ,’%1

. -1
escrevemos a - j como £;m; com ¢; € {—1,1} e m; € {1,2,...,5=}. Se m; # m; temos
a-1=a-joua-t= —a-j;a primeira possibilidade implica ¢ = j e a segunda é impossivel.

Assim, se i # j temos m; # m; donde {my,my, .. .,mL;l} ={1,2,..., ’%1} Assim

. p—1
1.2
5152"'5177—177’&1,77’&2, -;mp_;l
- } . p—L
1.2 25
=189+ 6,1 (mod p) (1)

donde (3) = c1e5.. -€p-1, pois ambos pertencem a {—1,1}. Assim, () = (—=1)" onde m € o
nimero de elementos j de {1,2,..., p—;l} tais que €; = —1. Como primeira conseqiiéncia deste

fato temos o seguinte resultado.
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Proposicao 9.4: Se p é um primo impar entao

9 2 1, sep==41 (mod 38),
3= (-1 =
p —1, sep=+43 (mod 8).
— : —1 . -1
Dem: Se p =1 (mod 4), digamos p = 4k + 1, temos *5= = 2k. Como 1 < 2j < %= para

j<kel?r <2j<p—1parak+1<j<2k, temos

a I, sep=1 (mod8),
(&) = (1) =
p -1, sep=5 (mod 8).

Se p = 3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos p—;l =2k+1. Paral < j < k temos

1<2j<Bleparak+1<j<2k+1 temos 4 < 2j <p—1, donde

(2) (L1 = -1, sep=3 (mod 38),
p 1, sep=7 (mod8).
|

Teorema 9.5: (Lei de reciprocidade quadratica) Sejam p e ¢ primos impares. Entao (%) =

—1)p-D(g-1)/4(4a

(~1)-D-D/4(8),

Dem: Na notacao acima, com a = ¢, para cada j € P, onde
P={1,2,...,(p—1)/2},

temos que €; = —1 se e sO se existe y € Z tal que —(p —1)/2 < qj — py < 0. Tal y deve
j

pertencer a (), onde

Q=1{1,2...,(g—1)/2}.

Assim, temos que (£) = (—1)" onde m = [X] e

X={(z,y) ePxQ|—-(p—1)/2< qz — py < 0};
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note que ¢z — py nunca assume o valor 0. Analogamente, (%) = (—1)", onde n = |Y| e
V={(z,y) e PxQ[0<gr—py<(¢—1)/2}.
Dai segue que (£)(%) = (=1)* onde k = m +n = |Z| onde
Z={(z,y) e PxQ|—-(p—1)/2<qz—py<(¢—1)/2}
pois qx — py nunca assume o valor 0. Temos k = |C| — |A| — |B| onde C' = P x @,

A={(r,y) €C|gv —py < —(p—1)/2},

B={(z,y) € Clqr—py>(¢—1)/2}.

Como |C| = (p — 1)(¢ — 1)/4, basta mostrar que |A| = |B|. Mas f : C — C definida por
flx,y)=(((p+1)/2) —z,((¢+ 1)/2) — y) define uma bijecao entre A e B. |

10 Extensoes quadraticas de corpos finitos

Sejam p primo e d um inteiro que nao seja quadrado perfeito. O anel (Z/(p))[v/d] é o conjunto
{a+bVd, a,be Z/(p)}
onde

(a +bVd) + (@ +bVd) = (a+a) + (b+b)Vd
(a4 bVd)(a@ + bVd) = (ad + dbb) + (ab + ab)Vd.

Por definicao,

a—i—b\/g:&—i-i)\/g(:)a:&,b b.

Como grupo aditivo, (Z/(p))[Vd] = Z/(p) x Z/(p). Vamos investigar a estrutura multiplicativa
de (Z/(p))[V/d]. Observemos inicialmente que, se d é um quadrado médulo p entdo (Z/(p))[Vd]
nao pode ser um corpo, pois se a? = d em Z/(p) entao (a 4+ /d)(a — Vd) = 0 em (Z/(p))[Vd].

A préxima proposicao é uma reciproca deste fato:
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Proposigao 10.1: Se (g) = —1 entdo (Z/(p))[Vd] é um corpo.

Dem: De fato, se (a,b) # (0,0), (a + bvVd)™" = (a — bV/d)/(a® — db*). Temos que a® — db* €
(Z/(p))*, pois d nao é quadrado mod p, logo, se b # 0, a* — db* = 0, que equivale a d = (a/b)?
seria uma contradigao e, se b =0, a? — db* = a? # 0 pois (a,b) # (0,0) = a # 0 = a? # 0.

|

Problemas:

1) Sejam a,n > 1 inteiros. Prove que
i) Se a™ — 1 é primo entdo a = 2 e n é primo.
ii) Se a™ + 1 é primo entdao n = 2% para algum inteiro k.
2) Prove que existem infinitos nimeros primos congruentes a 3 médulo 4.
3) Determine todos os n naturais tais que (2" —1)/n é inteiro.
4) Determine todos os n naturais que (2" + 1)/n* ¢ inteiro.

5) Prove que se a e b sao naturais e (a* + b?)/(ab + 1) é inteiro entao (a? + b?)/(ab+ 1) é

quadrado perfeito.

6) Sejam a,n € N*. Considere a seqiiéncia (z,) definida por z; = a, x4 = o™, Vk € N.

Mostre que existe N € N tal que x4, =z (médulo n), para todo k > N.

Obs.: Os Problemas 4 e 5 foram propostos na 312 e na 292 Olimpiada Internacional de

Matematica (1990 e 1988) respectivamente.
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CAPITULO 2

Niuimeros Primos

1 Sobre a distribuicao dos niimeros primos

J& vimos que existem infinitos primos; o teorema dos numeros primos da uma estimativa de
quantos primos existem até um inteiro x, ou seja, descreve a distribuicao dos primos. Defina

7(x) como sendo o nimero de primos p com 2 < p < z.

Teorema 1.1: (Teorema dos nimeros primos)

()

lim =1.

z—o0 1/ logx

Observe que aqui e em todo o livro log denota o logaritmo natural. Este resultado foi
conjecturado por varios matematicos, inclusive por Legendre e Gauss, mas a demonstracao
completa s6 foi encontrada em 1896, por de la Vallée Poussin e Hadamard (independente-
mante). Nao demonstraremos este teorema: as demonstragdes elementares conhecidas sao
todas bastante dificeis (lembramos que uma demonstragdo é dita elementar quando nao usa
ferramentas avangadas: muitas demonstragoes elementares sao longas e sofisticadas). Daremos
uma demonstracao da seguinte proposigao (devida a Tchebycheff) que é claramente uma versao

fraca do teorema dos nimeros primos.

Proposicao 1.2: Existem constantes positivas ¢ < C' tais que

x
c <7(x)<C
log x (z) log x
para todo x > 2.
Dem: Observemos inicialmente que (2:) = %"n)!! ¢ multiplo de todos os primos p que satisfazem

n <p<2n. Como

2n 2n om
()= 2 ()=
0<k<2n
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segue que o produto dos primos entre n e 2n é menor do que 2**. Como hd 7(2n) —m(n) primos
como esses segue que n™M M) < 22" (pois todos esses primos sdo maiores que n), donde

(7(2n) —m(n))logn < 2nlog2 e

2nlog2
7(2n) — m(n) < 282
logn
Isso implica facilmente, por inducao, que
ok
7r(21c+1) < 5 k2

(comegando com k = 5; até k = 5 segue de m(n) < n/2). Daf segue que se 2F < x < 2¥*! entao

5.2k < bx log 2

m(e) < k- — logux

pois f(z) = xlog2/logx é uma fungao crescente para x > 3.

Vamos agora provar a outra desigualdade. O expoente do primo p na fatoracao de n! é

on-[3][3]

-2 7]
- nk
=1 LP

(esta é uma soma finita pois se k > log, n =logn/logp entao || = 0). De fato, L”p—*;lj =[]
é sempre 0 ou 1, e é igual a 1 se e s6 se p/ divide n + 1. Assim, w,(n + 1) — wy(n) é igual ao

expoente de p na fatoracao de n + 1, o que fornece uma prova por inducao do fato acima.

Assim, o expoente de p em (*") = (2n)!/n!* é

2 (5] -2 [5])

Temos agora que [5¢| — 2[Jx] é sempre 0 ou 1 (pois 0 <  — [x] < 1 para todo ), donde o
expoente de p em (2;’) ¢ no maximor log, n = logn/logp para todo primo p. Por outro lado,

se n < p < 2n, o expoente de p em (2;’) ¢ 1. Assim, se (2:) = [1,<2, P ¢ a fatoragio de (2:)
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entao

2n
1 = |
o () = X aylows

p<2n
:Zaplogp+ Z log p
p<n n<p<2n

< m(n)logn + (7(2n) — w(n)) log(2n)

< 7(2n)log(2n)

donde
2n
7(2n) > log ( )/log(2n) > nlog2/log(2n)
n
pois
2n :2_n_2n—1_”n+1 > on
n n n-—1 1 =
donde
log 2
m(z) > L08

~ logx

para todo  par, o que implica na mesma estimativa para todo x inteiro, pois 7 (2k —1) = 7(2k).

Coroldrio 1.3: Seja f : N — [0,+00) uma funcdo decrescente. A série

> fp)

p primo

converge se e somente se a série

converge. Em particular,

p primo

Deixamos a demonstracao deste corolario como exercicio.
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Uma aproximagao mais precisa para m(z) é dada por

Todt
Li(z) = / —
o logt

onde tomamos o valor principal desta integral, ou seja,
l—¢ T
dt dt
Li(z) = lim — +/ —;
=0 /. logt 14 logt
claramente

Li(z)

1 7

o0 log(x) [z

Sabe-se entretanto que
|7T(1‘) . Li(SL‘)| < C«xeﬂz(log73)3/5(loglogac)*1/5

para algum valor das constantes a e C' (independente de ). Em particular, para qualquer
k > 0 existe C' > 0 tal que,para todo x,

T
(log )"’

o que mostra que Li(z) (e mesmo z/(logxz — 1)) é uma aproximagao de m(x) bem melhor do

m(z) - Li(z)| < C

que z/logz.

A hipotese de Riemann, ja mencionada, equivale a dizer que para todo € > 0 existe C' com
[m(z) - Li(2)| < Ca'/**;

ninguém sabe demonstrar que esta estimativa seja correta sequer para algum valor de ¢ < 1/2.

A hipotese de Riemann também implica que existe C' com
|w(x) — Li(z)| < Cz*/?logx,

o que daria uma estimativa para o tamanho deste erro muito melhor de que as que se sabe
demonstrar. Por outro lado, sabe-se demonstrar que nao pode existir nenhuma estimativa
muito melhor do que esta para |7(x) — Li(x)|: existe uma constante C' > 0 e inteiros z; e

arbitrariamente grandes com

V71 loglogl
m(x1) — Li(z;) < =C 71708 08 08 11
log x4
/T2 loglogl
71(xs) — Li(zy) > (Y22 08080872
log x,
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2 Outros resultados e conjecturas sobre primos

Nesta secao veremos o enunciado de alguns resultados cléssicos sobre ntiimeros primos. Também

veremos varios problemas em aberto famosos.

Teorema 2.1: (Dirichlet) Dados naturais a,d com mdc(a, d) = 1, existem infinitos primos da

forma a + dn (com n natural).

A demonstracao usual deste teorema usa varidveis complexas. Muitos casos particulares
admitem demonstragoes elementares mais ou menos simples. O leitor nao deve ter dificuldade

em demonstrar, por exemplo, que existem infinitos primos da forma 4n + 3 ou 6n + 5.

Existem vdarios refinamentos conhecidos do teorema de Dirichlet. Definimos 74,(2) como

sendo o nimero de primos da forma a + dn no intervalo [2, z]. De la Vallée Poussin provou que

Tga(T) _ 1
m(x)  p(d)’

isto é, todas as possiveis classes modulo d tém aproximadamente a mesma proporc¢ao de primos.

limx—H—oo

Por outro lado, Tchebycheff observou que para valores pequenos de x m32(x) — m31(2) e
ma3(x) — ma1(x) sao positivos. Um teorema de Littlewood, entretanto, demonstra que estas
funcoes mudam de sinal infinitas vezes. Em 1957, Leech demonstrou que o menor valor de x
para o qual my3(z) — 11 (x) = —1 é 26861 e em 1978 Bays e Hudson demonstraram que o

menor valor de = para o qual m39(x) — 131 (x) = —1 é 608981813029.

Seja p(d, a) o menor primo da forma a + dn, n inteiro e
p(d) = max{p(d,a) | 0 < a < d,mdc(a,d) = 1}.

Linnik (1944) provou que existe L > 1 com p(d) < d* para todo d suficientemente grande. A
melhor estimativa conhecida para L é L < 5,5, devida a Heath-Brown (1992), que também

conjecturou que

p(d) < Cd(logd)>.

Por outro lado, ndo se sabe demonstrar que existam infinitos primos da forma n? + 1; alids,

nao existe nenhum polinoémio P em uma variavel e de grau maior que 1 para o qual se saiba
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demonstrar que existem infinitos primos da forma P(n), n € Z. Por outro lado, existem muitos
polinoémios em mais de uma variavel que assumem infinitos valores primos: por exemplo, prova-
se facilmente que todo primo da forma 4n+1 pode ser escrito também na forma a?+b%, a,b € Z.
Por outro lado, Friedlander e Iwaniec provaram recentemente um resultado muito mais dificil:

que existem infinitos primos da forma a? + b*.

Um dos problemas em aberto mais famosos da matematica é a conjectura de Goldbach: todo
niumero par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos. Chen demonstrou que todo nimero
par suficientemente grande é a soma de um primo com um numero com no maximo dois fatores
primos. Vinogradov demonstrou que todo impar suficientemente grande (por exemplo, maior

15 , ~ .
do que 3*") é uma soma de trés primos.

Quando p e p + 2 sao ambos primos, dizemos que eles sao primos gémeos. Conjectura-se,
mas nao se sabe demonstrar, que existem infinitos primos gémeos. Brun, por outro lado, provou
que primos gémeos sao escassos no seguinte sentido: se my(x) é o nimero de pares de primos

gemeos até r entao

(x)< 100x
" (log 7)2

para x sufientemente grande. Em particular,
1
Z — < +o00.
p primo gémeo

Acredita-se que () seja assintético a Cw/(log x)? para alguma constante positiva C. Deixa-
mos como exercicio provar a seguinte caracterizacao de primos gémeos devida a Clement. Seja

n > 2; os inteiros n e n + 2 sao ambos primos se e somente se
A((n—)!+1)+n=0 (mod n(n+ 2)).

Seja p, 0 n-ésimo nimero primo. O teorema dos numeros primos equivale a dizer que

lim I 1.
n—oo 1 logn

Por outro lado, sabe-se muito pouco sobre o comportamento da funcao d,, = p,+1 — p,. Por

exemplo, a conjectura de que existem infinitos primos gémeos equivale a dizer que lim inf d,, = 2.
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Nao se sabe provar nem que

L = liminf dn = 0;
log pn

Erdos provou que L < 1 e Maier que L < 0,248. Erdos também provou que o conjunto dos
pontos de acumulagao de d,,/ log p,, tem medida positiva. Por outro lado, é um teorema cléssico,
conhecido como postulado de Bertrand, que sempre existe pelo menos um primo entre m e 2m,

ou seja, d, < p,. Em 1931, Westzynthius provou que

: dn
lim sup Tog p = 00,

e em 1963 Rankin, completando um trabalho de Erdés, mostrou que

dy (log log log p,)?
log p,, log log p,, log log log log p,,

lim sup > e’ &~ 1,78107

onde v é a constante de Euler-Mascheroni,

v = nlggo <1 + % +ot % - logn) ~ 0,5772156649;
este resultado foi melhorado posteriormente por Pomerance e Pintz, que provou que o lado
esquerdo é maior ou igual a 2¢” ([Pintz]). Conjectura-se que

: dy,

lim sup m =C
para alguma constante positiva C. Outra conjectura famosa é que sempre ha pelo menos
um primo entre n? e (n + 1)?. Observamos que a primeira vez que d, > 1000 ocorre para

pn = 1693182318746371, quando d,, = 1132, o que foi descoberto recentemente por T. Nicely e

D. Nyman.

Sierpinski provou que existem infinitos nimeros naturais k tais que k-2"+1 é composto para
todo natural n e Riesel provou o mesmo resultado para k-2" — 1. Conjectura-se que 0os menores
valores de k& com as propriedades acima sao respectivamente 78557 e 509203. Ha um projeto
cooperativo, que consiste em procurar primos grandes, para demonstrar estas conjecturas (veja

http://vamri.xray.ufl.edu/proths/).

O leitor interessado em aprender mais sobre problemas em aberto em teoria dos nimeros

pode consultar [Guy].
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3 Foérmulas para primos e testes de primalidade

Mencionamos na introducao deste capitulo que nao se conhece nenhuma férmula simples para
gerar primos arbitrariamente grandes. Uma palavra imprecisa mas importante nesta frase é
“simples”. Existem formulas que geram ntimeros primos, mas que sao tao complicadas que nao
ajudam muito nem a gerar nimeros primos explicitamente nem a responder perguntas teéricas

sobre a distribuicao dos primos. Um exemplo de férmula para p,, o n-ésimo primo, é

log 2 2 20 —1 | |7
onde P, | = pips---pn_1; deixamos a demonstracao a cargo do leitor. Outra féormula é
pn = [10%"¢] — 10" [10%" ' ¢],

onde

N P
=) S = 0-0203000500000007 ...
n=1

A inutilidade desta tltima formula vem do fato que para calcular ¢ devemos encontrar todos os

primos; a féormula se tornaria mais interessante se existisse outra interpretacao para o nimero

real ¢, o que parece muito improvavel. Por outro lado, existe um numero real a > 1 tal que
3n , .

|a®" | é sempre primo.

Um tipo de férmula para primos, de certa forma mais intrigante, sao polindmios de co-
eficientes inteiros em S varidveis com a seguinte propriedade quase mdgica: a intersecao da
imagem de N° com N é exatamente o conjunto dos nimeros primos. Note que se tomarmos
um ponto de N° “ao acaso”, o valor do polinémio neste ponto quase certamente serd negativo;
assim, ¢ dificil usar o polinomio para gerar primos. A titulo de curiosidade, vejamos um exem-

plo de polinémio com estas propriedades; aqui N = 26, o valor do polinomio é P, as varidveis
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chamam-se a, b, . ..

Algumas observacoes simples: a unica forma de P ser positivo é se A = B = --- =
neste caso seu valor serd k£ + 2. Vemos assim que para produzir um numero primo P com
este polindmio devemos antes de mais nada tomar £k = P — 2. As expressoes auxiliares viram
equagoes: como A = 0 temos ¢ = wz + h + 7. Assim, dado k£ para o qual k + 2 é primo,

precisamos procurar valores para as outras letras que satisfagam estas equacoes. Estes valores

,ze A, B, ..., N sao expressoes auxiliares:

P=(k+2(1-A*-B*—-C?—-.-—N?),
A=wz+h+j—q,

=(gk+29+k+1)(h+j)+h— 2z

=16(k+1)*k+2)(n+1)? +1— f%

D=2n+p+q+z—e,
=e’(e+2)(a+1)"+1-0%
F=(a-1)y*+1-2a?
G =16r%y*a? — 1) + 1 — u?,
H = ((a +v*(u® —a))? — 1)(n+4dy)* + 1 — (z + cu)?,

I=(@-1DF+1-m?

J=ai+k+1—1—4

K=n+l+v—y,
L=p+Il(a—n—1)+b2an+2a—n®>—2n—2) —
M=q+yla—p—1)+s2ap+2a—p* —2p—2) -z,

N =z +plla —p) +t(2ap — p* — 1) — pm

de certa forma encodificam uma demonstracao de que P = k + 2 é primo.

4 Testes de primalidade baseados em fatoracoes de n —1

Proposicao 4.1:

Seja n > 1. Se para cada fator primo q de n — 1 existe um inteiro a, tal

que af " =1 (mod n) e al" % £1 (mod n) entdo n é primo.
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Dem: Seja ¢* a maior poténcia de ¢ que divide n — 1. A ordem de a, em (Z/(n))* é um
miiltiplo de ¢*¢, donde ¢(n) é um miiltiplo de ¢*«. Como isto vale para todo fator primo ¢ de

n—1, ¢(n) é um mialtiplo de n — 1 e n é primo. [ |

Proposigao 4.2: (Pocklington) Sen — 1 = ¢*R onde q é primo e existe um inteiro a tal que
a" ' =1 (mod n) e mde(a" /9 — 1,n) = 1 entdo qualquer fator primo de n é congruo a 1

médulo q¢*.

Dem: Se p ¢ um fator primo de n entdao a" ! =1 (mod p) e p nao divide a»D/e — 1 donde
ord, a, a ordem de a médulo p, divide n — 1 mas nio divide (n — 1)/q. Assim, ¢*|ord, alp — 1,

donde p =1 (mod q¢)*. |

Coroléario 4.3: Sen— 1= FR, com F > R e para todo fator primo q de F' existe a > 1 tal

que a® ' =1 (mod n) e mdc(a" V7 — 1, n) =1 entdo n é primo.

Dem: Seja ¢ um fator primo de F' e ¢* a maior poténcia de ¢ que divide F'; pela proposicao
anterior, todo fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo ¢*. Como isto vale para qualquer
fator primo de F', segue que qualquer fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo F. Como

F > \/n, isto implica que n é primo. [ |

De fato, basta conhecer um conjunto de fatores primos cujo produto seja maior do que
(n — 1)'/3 para, usando o resultado de Pocklington, tentar demonstrar a primalidade de n (o
que deixamos como exercicio). Os seguintes critérios classicos sao conseqiiéncias diretas das

proposigoes acima.

Fermat conjecturou que todo nimero da forma F, = 2% + 1 fosse primo e verificou a
conjectura para n < 4. Observe que 2" + 1 (e em geral a” + 1 com a > 2) ndo é primo se
n nao é uma potencia de 2: se p é um fator primo impar de n, podemos escrever a” + 1 =
W4+1=0b+1)0P =2+ +b>—b+1) onde b = a"/P. Euler mostraria mais tarde que Fj
nao é primo (temos F5 = 4294967297 = 641 - 6700417) e ja se demonstrou que F;, é composto
para vdrios outros valores de n; nenhum outro primo da forma F,, = 22" + 1 é conhecido, mas

2" 11, que sao conhecidos

se conhecem muitos primos (alguns bastante grandes) da forma a
como primos de Fermat generalizados. O teste a seguir mostra como testar eficientemente a

primalidade de Fj,.
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Coroldrio 4.4: (Teste de Pépin) Seja F,, = 22" +1; F,, é primo se e somente se 3»~1/2 = _1

(mod F},).

Dem: Se 3U»~1/2 = —1 (mod F,,) entdo a primalidade de F,, segue da Proposicio 4.1. Por

outro lado, se F, é primo entao 3F»~1/2 = () = (£2) = (3) = =1 (mod F,). |

Coroldrio 4.5: (Teorema de Proth; 1878) Sejan = h-2* +1 com 2¥ > h. Entao n é primo

se e somente se existe um inteiro a com a" /2 = —1 (mod n).
Dem: Se n ¢ primo, podemos tomar a qualquer com (£) = —1; ou seja, metade dos inteiros
entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue do Coroldrio 4.3 com F = 2F. [

Corolério 4.6: Sen = h-¢* + 1 com q primo e ¢* > h. Entao n é primo se e somente se

existe um inteiro a com a" ' =1 (mod n) e mde(a™ /7 —1,n) = 1.

Dem: Se n é primo, podemos tomar a qualquer que nao seja da forma ¢ médulo n; ou seja,
uma propor¢ao de (¢ — 1)/q dentre inteiros entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue do

Corolério 4.3 com F = ¢*. [ |

Uma expressiva maioria entre os 100 maiores primos conhecidos estao nas condigoes do
teorema de Proth (ver tabelas). Isto se deve ao fato de primos desta forma serem freqiientes
(mais freqiientes do que, por exemplo, primos de Mersenne) e que sua primalidade é facilmente

demonstrada usando este resultado.

5 Primos de Mersenne

Um nidmero de Mersenne é um numero da forma M, = 27 — 1. Os 5 maiores nimeros primos

913466917 _ 1, descoberto em

conhecidos atualmente sao primos de Mersenne. O maior deles é
14/11/2001. Este é um dos dois primos conhecidos com mais de um milhdo de digitos. O
outro ¢ 2697259 1 (também primo de Mersenne). Ambos foram descobertos pelo GIMPS (veja
www.mersenne.org). O critério de Lucas-Lehmer, que apresentaremos nesta se¢ao, ¢ um dos

fatores para que isso ocorra pois fornece um teste de primalidade bastante rapido para nimeros

de Mersenne. Vejamos primeiramente que 2”7 — 1 s6 tem chance de ser primo quando p é primo.

Proposicao 5.1: Se 2" — 1 é primo entao n é primo.
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Dem: Sen =abcoma,b>2entdol <2°—1<2"—1e2"—1=2%-1=(29)"-1=1"-1=0
(mod 2* — 1) e 2" — 1 é composto. |

Por outro lado, nao se sabe demonstrar nem que existam infinitos primos de Mersenne nem
que existem infinitos primos p para os quais M, ¢ composto. Conjectura-se, entretanto, que
existam infinitos primos p para os quais M, é primo e que, se p,, é o0 n-ésimo primo deste tipo,

temos

log p,,
0<A<ﬂ<B<+oo
n

para constantes A e B. Existem algumas conjecturas mais precisas quanto ao valor de

lim /py;

n— 00

Eberhart conjectura que este limite exista e seja igual a 3/2; Wagstaff por outro lado conjectura

que o limite seja
2¢ 7 ~ 1,4757613971

onde v ¢ a ja mencionada constante de Euler-Mascheroni.

Primos de Mersenne sao interessantes também por causa de niimeros perfeitos. Dadon € N*,

definimos
o(n) = Z d,
dln

a soma dos divisores (positivos) de n. Pelo teorema fundamental da aritmética demonstramos

facilmente que se

—_ €1 ,.€2 €
n=p;Py P

com p; < pg < -+ < Py, entao

a(n):(1+p1_|_..._|_pf131)...(1+pm+...+p22n)

oyt -1 et -1

Em particular, se (a,b) = 1 entdo o(ab) = o(a)o(b). Um inteiro positivo n é dito perfeito se
o(n) = 2n; os primeiros nimeros perfeitos sao 6, 28 e 496. Nosso préximo resultado caracteriza

os numeros perfeitos pares.
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Proposigao 5.2: Se M, é um primo de Mersenne entdo 2°~' M, é perfeito. Além disso, todo

nimero perfeito par é da 2P~ M, para algum primo p, sendo M, um primo de Mersenne.
Dem: Se M, é primo entao
o271 M) = (2P — 1) (M, +1) =2- 27" M,

Por outro lado seja n = 2¥b, com k > 0 e b fmpar, um ndmero perfeito par. Temos o(n) =
2n = o(2F)o(b) donde 28+ = (281 — 1)o(b) > (281 — 1)(b + 1), valendo a igualdade apenas
se b for primo. Desta desigualdade temos b < 2871 — 1. Por outro lado, como (281 — 1)[2F1p
e (281 — 1,28F1) = 1, temos (28"t — 1)|b e 2571 — 1 < b, Assim b = 2FFL — 1 e 2FF1p =
(251 — 1)(b + 1), donde b é primo. Pela proposi¢ao 3.9, p = k + 1 é primo, b = M, e
n =2°"1M,. [

Por outro lado, um dos problemas em aberto mais antigos da matematica é o da existéncia
de numeros perfeitos impares. Sabe-se apenas que um nimero perfeito impar, se existir, deve
ser muito grande (mais de 300 algarismos) e satisfazer simultaneamente varias condi¢oes com-

plicadas.

Conjectura 5.3: Nao existe nenhum niumero perfeito impar.
Nosso préximo resultado é o critério de Lucas-Lehmer, a base dos algoritmos que testam

para grandes valores de p se 2P — 1 é ou nao primo:

Teorema 5.4: Seja S a seqiiéncia definida por Sy = 4, Siy1 = S — 2 para todo natural k.

Sejan > 2; M, = 2" — 1 é primo se e somente se S,_o é multiplo de M,.
Dem: Observemos inicialmente que
Su=(2+V3)" +(2-V3)”
para todo natural n. A demonstragao por indugao é simples: claramente Sy = 4 = (2+ \/3)20 +
(2—-v3)" e
Sker= S —2= (24 V3 + (2 V3)*)2 -2
= (@+v3)") +2- 2+ V3" - (2-V3)’
= 2+ V3)¥ +(2-Vv3)*.

k

+((2-V3)*)?2 -2
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Suponha por absurdo que M, |(2+v/3)%" "+ (2—/3)>" " e que M, seja composto, com um
fator primo ¢ com ¢* < M,. Teremos (2+v/3)*" 4+ (2—+/3)?" " =0 (mod ¢) donde, no grupo
multiplicativo G' = (Z/(q)[v/3])*, temos (24+v/3)*""" = —(2—v/3)?""". Como 2—/3 = (2+/3)

esta equagdo pode ser reescrita como (2 + \/3)271_1

= —1 (ainda em @), o que significa que a
ordem de 2 + /3 em G é exatamente 2". Isto é um absurdo, pois o nimero de elementos de
G é apenas ¢> — 1 < 2", Fica portanto demonstrado que se S,_, é miltiplo de M, entao M, é

primo.

Suponha agora M, primo, n > 2. Lembramos que n é um primo impar. Por reciprocidade
quadrética temos (Min) = —(M) = —1, pois 3 = M, = —1 (mod 4) ¢ M, = 1 (mod 3).
Assim, 3 ndo é um quadrado em Z/(M,) e K = Z/(M,)[v/3] é um corpo de ordem M2. Além

disso, 3™% = (37) = —1 em K. Queremos provar que (2 + V37T 4+ (2-V3)T =0

(mod M),, ou seja, que ¢é igual a 0 em K. Isto equivale a demonstrarmos que temos (2 +
V3)2 = —(2—=3)? 7 em K, o que pode ser reescrito como (2 + v/3)2" " = —1; devemos
portanto provar que a ordem de 2 + /3 é exatamente 2". Note que 2" = M, + 1 donde

(2+V3)" =2+ V3)M(2+V3) = (2-V3)(2+V3) =1 (note que, em K, (2+V3)" =

(2Mn 4 \/3)Mn =243 /3 =2 V/3); assim é claro que a ordem de 2 + /3 é um divisor
de 2™,

Como K* tem M? — 1 = 2"1(2"~! — 1) elementos, devemos provar que 2 + /3 nio é uma
quarta poténcia em K. Note que (2 + \/3)2" = 1 demonstra que 2 4+ /3 é um quadrado, o
que alids pode ser visto mais diretamente: 2 4+ /3 = (1 ++/3)%/2 ¢ 2 = 2"+ = 20"+D” ¢ yma
quarta poténcia em K. Resta-nos assim demonstrar que £(1 + \/3) nao sao quadrados em K.
Suponha por absurdo que €(1 4+ +/3) = (a +bv/3)?, com € = £1; temos €(1 —/3) = (a — bv/3)?
e, multiplicando, —2 = (a? — 3b%)%, o que significa que —2 é um quadrado médulo M, (pois a
e b sdo inteiros). Isto, entretanto, é claramente falso: (A}—i) = (Ajl_i)(Mln) = —1-1= —1, pois

M, =3 (mod 4) e ja vimos que 2 é um quadrado mddulo M,. Isto conclui a demonstracao.

Mesmo quando M, nao é primo, podemos garantir que seus fatores primos serao de certas
formas especiais. Isto é muito util quando procuramos primos de Mersenne pois podemos

eliminar alguns expoentes encontrando fatores primos de M,. Isto também pode ser 1til para

20



conjecturarmos quanto a “probabilidade” de M, ser primo, ou, mais precisamente, quanto a

distribuicao dos primos de Mersenne.

Proposicao 5.5: Sejam p > 2 e g primos com ¢ um divisor de M,. Entao ¢ =1 (mod p) e
¢ = £1 (mod 8).

Dem: Se ¢ divide M, entdo 2? = 1 (mod ¢), o que significa que a ordem de 2 mddulo ¢ é
p (pois p é primo). Isto significa que p é um divisor de ¢ — 1, ou seja, que ¢ = 1 (mod p).
Por outro lado, 2 = 2P*! = (2#*1/2)2 (mod ¢), donde (%) = 1, o que significa que ¢ = +1
(mod 8). |

Os varios valores de p para os quais a primalidade de M, foi testada sugerem que para a
ampla maioria dos valores de p, M, nao é primo. Isto ¢ apenas uma conjectura: nao se sabe
demonstrar sequer que existem infinitos primos p para os quais M, seja composto. Vamos agora
ver uma proposicao que serve para garantir que para certos valores especiais de p, alguns muito

grandes, M, nao é primo.

Proposigao 5.6: Seja p primo, p =3 (mod 4). Entao 2p + 1 é primo se e somente se 2p + 1
divide M,

Dem: Se g é primo entdo M, = 2P — 1 =20"D/2 _ 1 = (2) =1 (mod g). Mas p=3 (mod 4)
significa que ¢ = 7 (mod 8), donde (%) = 1. Assim, M, = 0 (mod ¢), o que demonstra uma

das implicacoes da proposicao.

Por outro lado, se 2p+ 1 nao é primo tem fatores primos r com r Z 1 (mod p) (pois r < p).

Se 2p+1 dividisse M,, r seria um fator primo de M,, contrariando a proposi¢ao anterior. [ |

Os primos p para os quais 2p+1 é primo sao chamados de primos de Sophie Germain. Alguns
primos de Sophie Germain bastante grandes sdo conhecidos, como py = 18458709 - 232611 _ 1:
assim, pela proposi¢do anterior, M,, é composto. Sabe-se também que se msg(z) denota o

numero de primos de Sophie Germain menores do que = entao existe C' tal que para todo x

v
(log )*’

Acredita-se que 7sq(z) seja assintGtico a cx/(logz)? para algum ¢ > 0 mas nio se sabe de-

Ws@(l’) <C

monstrar sequer que existem infinitos primos de Sophie Germain.
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PARTE II

APROXIMACOES DIOFANTINAS
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CAPITULO 3

Fracoes Continuas, Representacoes de Niumeros
e Aproximacoes

Introducao

A teoria de fragoes continuas é um dos mais belos temas da matematica elementar, sendo
ainda hoje assunto de pesquisa recente (incluindo a do autor destas linhas). O objetivo deste

artigo é servir como referéncia didatica em portugués a nivel secundario sobre o assunto.

Nas inclusoes N C Z C Q C R a passagem de QQ para R é sem divida a mais complicada
conceitualmente, e a representacao de um numero real esta diretamente ligada a propria nocao

de numero real.

De fato, o conceito de nimero natural é quase um conceito primitivo no ensino secundario.
J4 um ndimero inteiro ¢ um nimero natural com um sinal que pode ser + ou —, e um nimero
racional é a razao entre um nimero inteiro e um natural nao nulo. Por outro lado, dizer o que
¢ um numero real é tarefa bem mais complicada, mas ha coisas que podemos dizer sobre eles.
Uma propriedade essencial de R é que todo nimero real pode ser bem aproximado por niimeros

racionais. Efetivamente, dado x € R, existe k € Z (k = [z]) tal que 0 < z — k < 1. Podemos

escrever a representacao decimal de z—k =0, ajas...a, ..., a; € {0,1,...,9}, o que significa
T rn+1
que se 7, = ap +10-a,_1 +100-ap_o+---+10" 1. q;, entao # <z—-k< "10n , e portanto

TTZ 7 . ~ . . TTZ 7
k+ Ton ¢ uma boa aproximacao racional de x, no sentido que o erro ‘x — (k + W)‘ ¢ menor
1

Ton que é um ndmero bem pequeno se n for grande. A representacao decimal de um

numero real fornece pois uma seqiiéncia de aproximacoes por racionais cujos denominadores

que

sao poténcias de 10.

. . +1
Dado qualquer x € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal que P <z < p—, e por-
q
1 +1 1 . ) . - .
tanto |z — 2 < —e ‘x — p_‘ < —. Em particular h& aproximacgoes de x por racionais com
q q q q
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denominador ¢ com erro menor que E A representacao decimal de x equivale a dar essas
aproximacoes para os denominadores ¢ que sao poténcias de 10, e tem méritos como sua prati-
cidade para efetuar calculos que a fazem a mais popular das representacoes dos niimeros reais.
Por outro lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e oculta freqiientemente aproximagoes

racionais de x muito mais eficientes do que as que exibe. Por exemplo,

22 1 314 355 1 3141592

T <700 ST " 100! ¢ " T 13| < 3000000 = " 1000000

22 - . - . - .
mostram que - e 13 sao melhores aproximagoes de m que aproximagoes decimais com de-
nominadores muito maiores, e de fato sao aproximacoes muito mais espetaculares do que se

podia esperar.

O objetivo deste artigo é apresentar uma outra maneira de representar nimeros reais, que
sempre fornece aproximacoes racionais surpreendentemente boas, e de fato fornece todas es-
sas aproximacoes excepcionalmente boas, além de ser natural e conceitualmente simples: a

representacao por fragoes continuas.

Dado = € R, definimos [z] como o unico inteiro tal que [z] < = < [z] + 1. Definimos

recursivamente
1
ay=x, a,=[ay], ese «a,€Z, a1 =———, paratodon € N.
Gp — Ap
Se, para algum n, «, = a, temos
1
T =0y =ay+ =: [ap; ai, az, ..., a,).
1
aq +
1
a2 + P + R
Qp,
Senao denotamos
1
T =ay+ —————=:[ap;a,ay,...|
1
a + ———
as + ...

O sentido dessa ultima notagao ficard claro mais tarde. A representacao acima se chama a

representacao por fragoes continuas de z.

Curiosidade: O denominador da n-ésima aproximacao em base B de um numero real é B".
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J4 o denominador ¢, da n-ésima aproximacao por fracao continua de x depende de x. Apesar

disso, para quase todo real &, /g, converge a e™ /12182 = 3 97582291872 ... (meu nimero real

converge a e ™ /6102 = (), 093187822954 . . . .

Dn
€r — —

preferido!) e ¢
dn

= ~ ~ ~ _ . ar+b
Observacao: Os «, (como fungoes de z) sdo fungoes distintas do tipo d
cx

inteiros. Se a fracao continua de x é periddica, ou seja, se o, = a,, n € N, k € N* entao x

com a,b,c, d

serd raiz de uma equacao do segundo grau com coeficientes inteiros, ou seja, serd um irracional
da forma r + /s, r, s € Q. A reciproca é verdadeira (de fato ja foi enunciada no artigo de José
Paulo Carneiro na RPN, ver referéncias), mas sua prova é mais dificil, e serd apresentada no

Apeéndice.

Se x € QQ, sua representagao sera finita, e seus coeficientes a, vém do algoritmo de Euclides:

fU:]—Qa q>0 P =aoq + 1o 0<ry<q
q

q=arg+r 0<r <rg
o = QoT1 + 79 0<ry<m
T'n—2 = QpTp—1

Isso ja é uma vantagem da representacao por fragdes continuas (além de nao depender
de escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento de racionais é mais simples que na

representacao decimal.

1 Reduzidas e boas aproximacoes

Seja x = [agp; ay, ag, . ..]. Sejam p,, € Z, q, € N* primos entre si tais que P _ lag; ay, ag, ..., a,),
n
n > 0. O seguinte resultado serd fundamental no que seguira.

Proposicao 1.1:  (p,) e (g,) satisfazem a recorréncia p, o = GpioPni1 + Pn, € Gniz =

Gp+2Qn+1 + qn , para todo n > 0. Temos ainda pg = ay, p1r =apa1+1, =1, ¢ =a;.
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Além diSSO, Prn+14n — Pndny1 = (_1)717 Vn > 0.

Dem: Por indugdo em n, provaremos que se t, > 0, para k > 1 entdo [to;t1,t2,...,t,] = Tk
onde as seqiiéncias () e (yn) sdo definidas por xg = to, yo = 1, x1 = tot1 + 1, y1 = iJOk
Tpao = lnio Tpi1 +Tny  Ynio = tpa2 Yns1 + Yn, V. Suponha que a afirmacao seja valida para
k =n. Para k =n+ 1 temos

1

n+1

[to;tl,tQ, e ;tn;tn-l—l] = [to;tl,tg, Ce ;tn +

| =

1
tn 7 n— n—
( N tn+1)x ! T 2 _ tn+1 (tnxnfl + xn72) + Tp—1 . tn+1xn + Tp—1 .

= 1 = =
(tn + t—)yn—l + Yn—2 tn+1 (tnyn—l + yn—Z) + Yn—-1 tn-}—lyn + Yn—1
n+1

Por outro lado as igualdades

. P1go — poqr = (apa; + 1) — aga; =1

. Pn+2Gnt1 — Pnt1Gnt2 = (Qni2Pnt1 + Pn)dnir
—(@n+2 Gni1 + @n)Pnr1 = —(Pus+1@n — Prdnr1)

mostram que Pni1¢n — P g1 = (—1)", Vn € N, o que implica em particular que os p,, g,

dados pelas recorréncias acima sao primos entre si. [ |
(s OpPp—1 + Pn—2 DPn—2 — (n—2Q
Coroldrio 1.2: 7= "= “ e a,=—"""""V¥YneN.
anQn—1 + qn—2 qn—1Q — Pn—1

Dem: A primeira igualdade é conseqiiéncia direta da prova, e a segunda é conseqiiéncia direta

da primeira pois x = [ap; a1, a9, . . ., Gp_1, Oy

Note que as reduzidas de ordem par sao menores e as de ordem impar maiores que r =

[ag; ay, . ..].
1 1
Teorema 1.3: x—& < <—,VneN
dn Gndn+1 q,
1
Além disso, x—& < 55 ou x—p"H s—,Vn €N
|  2q; Gnt1|  20n4
Pn pn+1 . . ,
Dem: 1« sempre pertence ao segmento de extremos — e —— cujo comprimento é
qn In+1
—-1)" 1 1 1
pn-l—l_&: ( ) — j‘x_&g <_2.
Gn+1 qn Gndn+1 Gndn+1 qn Gndn+1 qn
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Além disso, se

1 1
‘ 1) R Py L
In |~ 2q; Gnt1 | 2454
entao
1 1 1
=|r— Pn + ‘ Dt + —— = ¢u+1 = ¢n, absurdo.
GnGn+1 n Gn+1 2qn 21,
|
< Pn 1 1 : .
Observacao: De fato |z — — < 5 - Quanto maior for a,y; melhor serd a
dn dndn+1 Qn+19n
aproximacao Pnde . O proximo resultado nos da explicitamente o erro da aproximacao de x
Pn "
por —.
an

Proposicao 1.4:

Pn (_l)n qn—1
- = , onde B, = = [0;an,an 1,0, 2,...,0a1].
dn (an+1 + ﬂn«#l) 2 qn
n—1 — qn—1T
Dem: Temos ;11 = Pt = G Portanto,
qnt — Pn
1 — QpT _ _1Gn — _ -1
an+1+ﬂn+1:pn1 Gn—1 +Qn1:pn 149n annlz ( ) :LL’—&:
qnT — Pn dn Qn(in‘ - pn) qn (qnx - pn) dn
_ Qn(an - pn) _ (_1)n
qn (1 + Brg1)@?
[
Como aplicagao podemos provar o seguinte.
Teorema 1.5: (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional, n > 1 temos |« — 1—9‘ \/_ para
5q

Prn-1 & Prn+1

,—, < —— tem infinitas
n—-1 49n dn+1

pelo menos um racional P € { } Em particular |a — 1—9
q f Bq

solugdes racionais p/q.

Dem: Suponha que o teorema seja falso. Entao existe « irracional, n > 1 com «, + 3, <
V5, i1 + Bt < V5 e apys + Burz < 5. Devemos portanto ter a, = a,41 = a,42 = 1 (todos
sdo claramente no méximo 2, e se algum ay é igual a 2 com k € {n,n + 1,n + 2}, terfamos

1
ar + B > 2+ 3 > /5, absurdo.)
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Seja x = 1/au0 € y = Byy1 . As desigualdades acima se traduzem em

1 1 1 1
+—§\/3,1+:c+y§\/5ee—+—§\/5
1+2 gy r l+y
Temos
1 1 1 1 )
l+r+y<Vhi=l+o<Vh—y=—+-> Pl
I+ vy~ Vi-y v y(Vo-y)
VH—1
e portanto y(v5 —y) > 1=y > 5 - Por outro lado temos
1 1 1 V&
r<VE—1—y=—-+ > + =
= T TIHAT A1y 144 (I+pn(Va-1-y)
5—1 5—1
e portanto (1+y)(\/5—1—y)21:>y§\/_ , € portanto devemos tery:\/_2 , 0 que
é absurdo poisyzﬁmlzqm1 e Q.

n

1
Observacao: Em particular provamos que |« — P < tem infinitas solucoes racionais P ,
a|  V5¢? q
para todo « irracional. v/5 é o maior niimero com essa propriedade. De fato, se
14++/5 1
50, a=1EVD ‘Q_B‘<7,
2 ql  (V5+¢e)g?
temos
1-V5
<1+\/3> N <1+\/3> <1—\/3> _l=
q -p q -p -p )
2 (V5 +¢)g 2 2 V5+e
ou seja,
14++/5
p* —pg — ¢*| < 2\[—1—9—\/5 /(\/5+s).
1 5
Se ¢ é grande, 1/¢* é pequeno, e +2\/_ _P ¢ muito préoximo de 0, donde
1 5 5
5 P V5 /(\/5 + &) é muito préximo de V5 < 1, absurdo, pois
2 q \/5 +e

P> — pg — ¢*| > 1 (de fato p*> — pg — ¢* é um inteiro nao nulo, pois se p> — pg — ¢* = 0

() - (2)1-o- e 1)

29
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absurdo, pois be Q)
q

1+V5

2 q

I3

Outra maneira de ver que, para todo ¢ > 0, < ————— tem apenas um

(V5 + ¢)¢?
14++5

, . . D ) . ~ . .
numero finito de solugoes = € Z é observar que as melhores aproximacoes racionais de

q 2
s30 as reduzidas 2% de sua fracao continua [1,1,1,1,...] (ver secao 2 e exemplos), para as quais
dn
1 5 . 1 . .
temos V5 _ Pl 55 COM QY41 + Bni1 se aproximando cada vez mais de
qn (an+1 + ﬂn+1)Qn
1 ) 5—1
[1;1,1,1,...]+[0;1.1.1....] = +2‘[ + fz = 5.
Exemplos:
o m=[371512921,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto
Po_ g P1_ 22 p2 333 ps 355
@ @ 7 ¢ 106 g 11377

e c=12;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...] (isso ndo ¢ ficil de provar.)

o V2=11;2,2,2,...] pois

1 1 1 11 1
V2=1+ =1+:+ =1+-+z+ =

V2+1 2 V241 2 2 V241
1++5 1+v5 1++5 1+v5 145
5 =1+ =1+ + =

=[1;1,1,1,...] pois

1++v5

Isto prova em particular que v/2 e sao irracionais, pois sua fracao continua é

infinita.

2 Boas aproximacoes sao reduzidas

O préximo teorema (e seu Coroldrio 2) caracteriza as reduzidas em termo do erro reduzido da

aproximacao de x por p/q, o qual é, por defini¢do, a razdo entre |x — p/q| e o erro méximo da
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aproximacao por falta com denominador ¢, que é 1/g. Assim, o erro reduzido da aproximagao

de z por p/q é gz — pl.

#* Pn. " Além disso,
an

Teorema 2.1: |g,x — p,| < |gx —p|, Vp,g € Z, 0 < q¢ < qn

S

lgnz — pu| < gz —p|, Vp,q €Z, 0<q< gpt1-

1 1

Dem: ‘B Sy > — > se ¢ < (p+1, € assim P esta fora do intervalo <&, M).
q dn qdn Gndn+1 q qn In+1
Portanto
1
x-—-g‘;z Hﬂnﬁ{‘g —.Eﬁ 7‘8 __pn+1 } Ei :>|q$'—1ﬂ
q q dn q Gn+1 qqn+1
Z Z |an - pn|-
Gn+1
Prn+1

Além disso, se vale a igualdade, entao z = , donde a, 11 > 2, € gur1 > 2¢,, pois numa
qn+1

fragao continua finita, como no algoritmo de Euclides, o tltimo coeficiente a,, é sempre maior

que 1. Nesse caso, se ¢ < ¢, , teremos

p‘ ‘ Pn Pnt1 Pn 1 I o1 —¢
r—=|>r-——|-|—=—|>— - =
q dn dn+1 Adn qdn dndn+1 qqn4n+1
> = |qr —p| > > |¢nx — pl-
qqn+1 n+1
Corolério 2.2: |z — % < |z — P , Vg <q,.
qn q

/

Corolério 2.3: Se |qz — p| < |¢'z —p'|, V¢ <q, P # q_’ entao p/q é uma reduzida da fragao
q q

continua de x.

Dem: Tome n tal que ¢, < g < ¢p41 -

Teremos |¢,x — pp| < |qz — p|, e portanto p/q = p,/qn - [ |

1 P ) -
< — entao = é uma reduzida da fracao continua de z.

2¢? q

Teorema 2.4: Se |x — —

q

p ‘

Dem: Seja n tal que ¢, < ¢ < g1 . Suponha que P + Pni1

q qn+1

. Entao, temos duas possibilidades:
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n 1 1
a) q2q+1:>‘:r—1—9‘2 >
2 q| " 991~ 2q
b) (1<q+1:>(In+1>QCIn:> ZE—B‘ZP——B‘—p——p— > — = =
2 q qn q Gnm qn q4n qndn+1
Gn+1 — (4
dntl = 4 1 >#'

QnGnir 299

3 Fracoes continuas peridédicas

Nesta secao provaremos que os nimeros reais com fragao continua periddica sao exatamente as

raizes de equacgoes do segundo grau com coeficientes inteiros.

Lembramos que na representacao de x por fracao continua, a,, , o, sao definidos por recursao
por

Gy = T, ap = [an]; Apt1 =
n — Un

E temos

Pn—2 — Qn—2%
o, =—"—-—+, VneN
n—1T — Pn-1
Isso da uma prova explicita do fato de que se a fracdao continua de x ¢é periddica, entao
x é raiz de uma equacao do segundo grau com coeficientes inteiros. De fato, se o, = ay,

n €N, k£ € N* entao
Pn—2 = Gn-2T _ Pnitk-2 — Qntk—2T
n—1T — Pn-1  Gn+k—1L — Pntk-1

= (qn—l An+k—2 — Qn—2 QTL-HC—I):UZ

+ (pn—l—k—l Gn—2 + Pn—24n+k-1 — Pn+k—-2Y9n—1 — Pn—-1 qn+k—2)x

+ Pn—1 Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—-1 = 0.

Note que o coeficiente de z? é nao-nulo, pois n-1 é uma fracao irredutivel (de fato p,_1¢,_2 —
Jn—2

Pn2¢n-1 = (—1)") de denominador ¢, » e Iotk—1 ¢ uma fracao irredutivel de denominador
An+k—2

Gn-1 ?é n+k—1

Qn+k—2 > Qn—2, donde = (-1 Gntk—2 — Q-2 Gntk—1 7 0.

n—-2  Y4n+k—2
Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x é uma irracional-

idade quadrdtica, isto é, se x é um irracional do tipo r 4+ /s, r,s € Q, s > 0 entao a fragao

continua de z é periddica, i.e., existem n € N, £ € N* com «,,1, = o, . Neste caso, existem a,
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b, ¢ inteiros tais que ax® + bx + ¢ = 0, com b?> — 4ac > 0 e Vb? — 4ac irracional. Como vimos
na secao 1,

_ Dn—10n + Dn—2
Tr =

Y

Gn—10p + qn—2
e portanto
2
10 + Pp— 10 + Pp—
axQ—l-bx—i—c:O:a(pnln Pn 2> +b<pn1n Pn 2>+C:0
Gn—10p + qn—2 qn—10p + qn—2
= Ao’ + Bua, +C, =0,
onde

An = apifl + bpn—lQn—l + CQi,l

Bn - 2apnflpn72 + b(pnflqn72 + pn72qnfl) + 2c qn—19n—2

Cn = ap?z—2 + bpn72Qn72 + CQ727,—2 .

Note que C,, = A,,_1. Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < |A,| < M para todo
n €N, e portanto 0 < |C,,| < M, VneN:

Pn—1 _ Pn—1
A, = api_l +0pn1qn1 + CQTZL—1 = aqi_l <x - ) <$ - )7
qn—1 qn—1
onde z e T sdo as rafzes de a, X? + bX + ¢ =0, mas

x_pn—l < . <1:|An|—aq2 . x_pn—l ‘__pn—l
dn-1 qn 1 Gn—1 dn-1
§a<|x—x|+‘ P ><a(|i—x|—l-1): M

qn—1

Notemos agora que B2 — 44, C, = b* — 4ac, Yn € N. De fato, B2 — 4A4,C, = (pp—1Gn—2 —

Pn2Gn1)*(b* — 4ac) = b* — 4ac. Portanto, B2 < 4A,C,, + b? — 4ac = 4M?* + b* — 4ac = B,, <
M' = /AM? 4+ b? — 4ac, Yn €N

Provamos assim que A, , B, e C, estao uniformemente limitados, donde ha apenas um
nimero finito de possiveis equacoes A, X? + B, X + C, = 0, e portanto de possiveis valores de

av, . Assim, necessariamente o, = o, para alguma escolha de n € N, k € N*.
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Aplicacao: A equacao de Pell.

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equacio 22— Ay? = 1, com z e y inteiros.
Se A é um quadrado perfeito, digamos a = k?, temos que z? — Ay*> = (x — ky)(x + ky) = 0
admite apenas as solucgoes triviais y = 0, + = %1, pois teriamos x — ky = = + ky = 1. o
caso itneressante é quando A nio é um quadrado pergeito, e portanto v/A é um irracional (de
fato, se VA = %, com mdc(p,q) = 1 e ¢ > 1, terfamos A = fl’—z o que é um absurdo, pois
mdc(p,q) = 1 = mdc(p?, ¢?) = 1, donde p?/¢* nao pode ser inteiro). nesse caso, a equagao

2?2 — Ay? = 1 é conhecida como uma equacio de Pell. Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 3.1: A equagao 2 — Ay? = 1 tem infinitas solugoes inteiras (z,y). Além disso, as
solugbes com x e y inteiros positivos podem ser enumeradas por (z,,y,), n > 0 de modo que,

para todo n, x, + yn\/Z = (x; + ylx/Z)”, e portanto

C (m VA" A+ (1 — VA" o (@A VA" + (- yl\/Z)n.

xn n —
2 Y /A

Observacao: As seqiiéncias (z,) e (y,) acma satisfazem a recorréncia u, o = 2ToUp 1 — Up,

Vn>1.

Dem: Observemos inicialmente que, se D = {z + yvA | z,y € Z} entdio N: D — D,
N(z + yVA) = 22 — Ay? é uma funcio multiplicativa, isto ¢é,

N((z +yVA) (u+vVA) = Nz +yVA)N(u+vVA), Va,y,u,v € Z.
De fato,

N((z +yVA)(u+vVA)) = N((zu+ ayv) + (zv + yu)VA) = (zu + Ayv)? — A(zv + yu)?

= 2%u® + A%yP0? — A(2%0* + y*u®) = (2% — Ay?)(u? — Av?).

Usaremos agora o fato de que, como v/A é irracional, a desigualdade |\/Z— §| < q% tem infinitas

solucdes racionais p/q. Note que se |v/A — £l < q% entao
1
e

P2 — A®| = |p — VA|lp + ¢VA| = ¢|VA — §||p+q¢Z| <q-—-|p+qVA|

=|§+\/Z|§2\/Z+|\/Z—§|<2\/Z+1.

64



Considerando infinitos pares de inteiros positivos (p,, ¢,) com |v/A — Z—:| < é, teremos sempre
lpn — A?| < 2v/A + 1, e portanto temos um ndmero finito de possibilidades para o valor
(inteiro) de p, — Ag?. consequentemente, existe um inteiro k& # 0 tal que p, — Ag? = k
para infinitos valores de n. Obtemos portanto duas seqiiéncias crescentes de pares de inteiros

positivos u,), (v,), r € N tais que u? — kv? = k para todo r.

Como hé apenas |k|*> possibilidades para os pares (u.(mod |k|),7,(mod |k|)), axistem in-
teiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a(mod |k|) e v, = b(mod |k|). Tomamos entao
r < s com as propriedades acima. Seja

us + v/ A (us + vs\/Z)(ur — vr\/Z)
xr+ y\/_ = = 5 5
Uy + Ur\/Z Uy — Avr

sr_Asr rbs — WgUp
_ Us " Vg +<uv kuv)\/z

Temos usu, — Av,V, = u? — Av? = k = 0(mod |k|) e u,vs — usv, = ab — ab = 0(mod |k|), e
portanto g = Yete=Avste ¢ ¢ — wetete G54 ingeiros. Por outro lado, (z + yv/A)(u, + v,V/A) =
us + vsV/A, donde N(x + yvVA)N(u, + v,v/A) = N(u, + v,v/A). Como N(u, + v,/A) =
N(us + vsV/A) = k, segue que N(z + yvVA) = 2> — Ay?> = 1. Além disso, como s > r,

Uy + v,V A > up + v V/A, dondex+y\/2:%>1_

Sejam agora x,y; € Z tais que x; + VA > 1 e 22 — Ay? = 1 com z; + y;v/A minimo.
Temos entdo (x1 +y1vV/A)~™! = 2, — y1V/A. Vamos mostrar que, se Z +JvVA > 1e &% — Aj> =1
(com 7 e § inteiros) entdo & + §v/A = (z; + y1v/A)" para algum inteiro positivo n. Para
isso, tome n > 1 tal que (z; + y1VA)" < &+ VA < (1 + yvVA)". Temos entdo 1 <

(Z + VA (z1 — VA" < 21 + VA Se u+ vvVA = (& + §VA) (x, — y1vVA)?, com u e v

inteiros, temos
u? — Av’ = N(u+ vVA) = NG + jVA)N (z; — ip VA" = 1,

donde u + vvV/A = 1, pela minimalidade de z; + yl\/z, pois 1 < u + WA <z + yl\/z. Note
finalmente que se x e y sdo inteiros e 2 — Ay? = 1 entdo x + y\/Z > 1 equivale a termos

x e y positivos, pois temos 0 < (z + yvVA)™' = 2 — y/A < 1, donde z = (”yﬂ);(“ym) e

_ (ztyVA)—(z—yVA)
y 2\/Z

sao positivos. |
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CAPITULO 4

Propriedades Estatisticas de Fracoes Continuas
e Aproximacoes Diofantinas: O Teorema de Khintchine

Introducao:

O problema basico da teoria de aproximacoes diofantinas é o de estudar boas aproximagoes
de numeros reais por numeros racionais. Uma extensao natural desse problema é o estudo de

aproximacoes simultaneas de n niimeros reais por nimeros racionais com o mesmo denominador.

Dado um nimero irracional «, um resultado cldssico de Dirichlet (que ji provamos usando
fragdes continuas) afirma que existem infinitos racionais £ tais que oo — 2| < qi.z (vejamos outra

prova simples: dado N € N, consideramos os N + 1 elementos de [0,1) da forma jo — [ja],

com 0 < 57 < N. Como [0,1) = kN:_Ol [%,k—#), existem dois desses elementos, digamos
jre = [j1a] e jaa — |jocr] num mesmo intervalo | £ 1) e portanto, se ji < jo, ¢ = jo — ji €

p = |jea] — [j1er], temos 0 < |ga—p| < + = |a — AR QLN < q%) Hurwitz e Markov provaram

que de fato |a — §| < \/glq2 tem infinitas solugoes % € Q, para todo irracional a, e que V5 é a

maior constante com essa propriedade. Markov ([Ma]) provou que, para todo ¢ < 3, o conjunto
dos « € R tais que |a— §| < # tem apenas um numero finito de solucoes % € Q é enumeravel,
mas o conjunto dos a € R tais que |a — §| < # tem apenas um nimero finito de solucoes tem

o mesmo cardinal que R.

Neste artigo, vamos estudar desigualdades do tipo

o-2< 12, 1)

q
onde f: N — R* é uma funcao decrescente, do ponto de vista da teoria da medida. Vamos
provar o teorema de Khintchine, segundo o qual, se > 2, f(¢q) = +o0 entdo (1) tem infinitas
solugoes % € Q, para quase todo o € R, mas se ZZL f(g) < +o0 entao (1) tem apenas um

numero finito de solucoes % € Q, para quase todo a € R.

66



Note que do ponto de vista topoldgico a situagao é diferente: qualquer que seja a fungao
positiva f, (1) tem infinitas solucoes ’—; € Q para a € Ry, onde Ry é um conjunto residual, i.e.

contém (de fato é) uma intersecao enumeravel de abertos densos.

A principal técnica usada para estudar aproximacoes de nimeros reais por numeros racionais
sao as fracoes continuas, que fornecem todas as boas aproximacoes de um irracional o por
racionais. As defini¢coes e provas dos resultados a seguir sobre fragoes continuas podem ser

encontradas em [Mo].

Dado a € R, definimos oy = «, a, = |, ] e, se o & Z, apyq = ﬁ, para todo n € N,

Para cada n € N tomamos p, € Z e g, € N* primos entre si tais que

P 1
= = lag; a1, a9, . ..,a,] = ag + - .
: -
Temos
1 1
—2<|a—&|< 5 < —, paratodon €N
(an—l—l + 2)qn An an—l—lqn qn
As seqiiéncias p,, e ¢, satisfazem p, 1 1¢, —prgni1 = (—1)",Vn > 0. Se |a—’—;| < # entao %’ =,
para algum n € N. Por outro lado, para todo n € N vale |a — 22| < ;1 ou o — Lol —.
an 2q3, In+1 20541
Temos

(079 1pn + pnfl
Ptz = QnsoPnt1 + Doy Gtz = Gnp2Gnir + Qo € 0 = — , para todon € N.
Qpt19n + qn—1

A prova que apresentaremos na Secao 1, baseada no estudo de propriedades estatisticas de
fracoes continuas, é inspirada em conversas que tive ha uns 9 anos com o Prof. Nicolau Corcao
Saldanha sobre o tema.

O problema basico de aproximagbes simultaneas ¢é o seguinte: dado

1,02, ..., 0n € R queremos encontrar nimeros racionais £+, 22, ..., B tais que |a; — 7| seja pe
queno para todo 57 < n. Em geral sempre é possivel encontrar racionais tais que |aj—%| < QH%/”,
o que estende o teorema de Dirichlet e pode ser provado de modo analogo: dado N € N con-

sideramos os N" 4+ 1 pontos

pj = (g — [oaj], ) — oog], ..., o0 — [anj]), 0<j < N"

67



no hipercubo [0, 1)". Dividimos [0, 1)" como ( Ay (£, %))n em N™ cubos de lado +. Haverd,
necessariamente dois pontos p; e p;, num mesmo cubo dessa decomposicao, e, se j; < Ja,
q=Jo— J1, pj = Ljecvj| — |1y, teremos |a; — z—j| < Niq]_ < ﬁ’ para todo j < n.
J
Infelizmente nao ha um substituto satisfatorio para a teoria de fragoes continuas em di-
mensao maior que um, mas € possivel provar uma versao n-dimensional do Teorema de Khin-

chine (provada originalmente em [K]), o que faremos na Secao 2.

Para maiores informagoes sobre aproximagoes diofantinas, veja [C1] e [S].

1 O Teorema de Khintchine via fracoes continuas

Teorema 1.1: (Khintchine) Seja f: N — Rt uma fun¢do decrescente tal que h(n) =nf(n): N —

R também seja decrescente.

a) Se > .7, f(n) < 400 entdo a equagio |a — 2| < @ tem apenas um numero finito de

solugdes racionais p/q, para quase todo o € R/Q

b) Se Y, f(n) = +oo entdo a equagio |a — Bl < % tem um nudmero infinito de solugoes

racionais p/q, para quase todo o € R/Q.

Observagao: A condigao de nf(n) ser decrescente nao é de fato necessiria, como veremos
na secao 2, mas simplifica a prova. Por outro lado, ndao podemos retirar a hipdtese de f ser

decrescente (veja [C2]).

Dem:
Lema 1.2: Sejam n,k € N, e seja [0,a1,as, ...]| a fragao continua de um nimero « € [0,1]. A
probabilidade de um termo a,, ser igual a k dado que ay = ki, ay = ko, ..., a, =k, estd entre

1k + 1) (k+2) e 2/k(k +1), Y ki, ko, ..., o € NF.

Dem: Sejam p, 1/¢, 1 = [0;a1,as,...,a, 1] € Du/qn = [0;a1,a9,...,a, 1,a,]. Se a € [0,1],
a=[0;a1,a9,...,a0,, Qpi1], Apiy € [1,400) entao « € [%, z—:>, e, se além disso a, 1 = k,
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kpn+pn_1 (k+1)10n+pn71
kqn+Qn—l ) (k+1)QTL+Qn—1

temos a € , e valem as reciprocas (as ordens dos extremos dos inter-

valos podem estar trocadas). Os comprimentos dos referidos intervalos sdo, respectivamente,

1
Qn(Qn‘H]n—l)

1 . o ~
I (B e (POiS |PnGn-—1 — Pn_1Gn| = 1), e portanto a razdo entre seus

comprimentos é (kqn+q:ff‘)’?(21’5;i+qn_l) = (k+,8)(Jlﬁ1+ﬁ onde 5 = ¢,_1/q, € [0,1]. Portanto, a
razao pertence a [1/(k + 1)(k +2),2/k(k + 1)]. |

Corolario 1.3: A probabilidade de a,,; > k, nos termos do Lema acima, pertence a

[1/(k+1),2/k].
Lema 1.4: Para quase todo o € R existe ¢ € R tal que q, < ¢, para todo n € N.

Antes de provar o Lema 1.4 vamos mostrar como termina a prova do Teorema de Khintchine.

Suponhamos que Y f(n) < oco. Seja v = # Se a aproximacao p,/q, de a é tal que

1 1
qn f(gn) (e

2. A probabilidade de a,;1 <

T (pois para todo o € R\ Q vale ¢, > "1,

—2=: A(n) é pelo

>

ja—Br] < @ entao a1 +2 >

VneN).:>an+1>W m
menos 1 — ﬁ, Vn € N (pelo coroldrio do Lema 1.2), e a hipétese de Y > | f(n) < oo implica

o0 2 ~
que Y 7, Ay < OO, POI COmMParagao com

Do) < T YR =N Zf < +oo.
k=1 k=0

Temos portanto [[7 (1 — i )) > () = para cada ¢ > 0 existe ng € N tal que [[2

v

n= no(l -
A_n) > 1 — ¢, donde com probabilidade total a,1 < A(n) para todo n suficientemente grande

= la—E| < @ tem apenas um nimero finito de solugoes.

Suponhamos agora que X f(n) = +oo, fixemos ¢ > 0 e vamos nos restringir ao conjunto X,
dos a € [0, 1] tais que ¢, < ¢" para todo n € N (a unido dos conjuntos X, para todo ¢ € N tem

probabilidade total em [0, 1], pelo Lema 1.4).

pn f(QW.) 1 1
Se a1 > — teremos low — | < . Como ¢, < ", fay < 77 Vamos mostrar

qf(

que com probabilidade total temos a,11 > j bara infinitos valores de n € N. Isso segue

cnf(cn
de T[02, (1 — W) = 0, onde B(n) = Wl(cny que por sua vez segue de Y > " f(c") >

Yoo (T =) f(c") = +oo. Portanto, para todo ng € N temos [[7 <1 — ﬁ) =0,

e, com probabilidade total, existe n > ng com a,,; > W donde a equagao |o — p”| < L)

qn

é satisfeita com probabilidade total para infinitos valores de n € N. [ |
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Prova do Lema 1.4: Sejam n, k € N. A probabilidade de que k apareca pelo menos 4n/k(k+1)

5\J s\n—j _ 4 4
vezes entre ay,as, ..., a, ¢ limitada por >~ izsn CI(3)(1—%)""7, onde s = 7D due ¢ menor
+1( ) +1(1 s)n j—1 .
G TD 2 =0l ke o
que (2) para (k+1) grande (de fato, ey T 5 =

se j > 2 logo, como ijo CI(2)1(1—2)"7 =1, para j = 22 C7(3)/(1 - 2)"7 < 1, donde
Cir(5) (1 = U= < ()t e 20, G5 (1 — 5" < 3" L, = 3(3)™* =
3(2)/kkHD < (3)n/kEHD Sse n/k(k + 1) ¢ suficientemente grande). A probabilidade disso
acontecer pra algum k < [y/n] é no maximo +/n - (%)\%, que converge a zero quando n —
+00. Por outro lado, com probabilidade total, a, < n? para todo n suficientemente grande
= ¢ < [[ioq(ar +1) < (H::‘/ﬁl (r+ 1)T(ﬁ1>) - (n2)*/ " com probabilidade total para todo n
grande, pois também com probabilidade total o nimero de termos maiores ou iguais a v/n entre

ai,as, - .., a4, ¢ 1o maximo 4n/+/n, para n suficientemente grande.

Como lim 8logn//n = 0, temos com probabilidade total
n—00

00 r(r+1)

41 1
lim sup /¢, < exp (Z m) < +00.

Observacao: Pode-se provar com métodos de teoria ergodica que para quase todo o € R vale

lim
n—oo

g = e 12102 ~ 3 9758299

Pretendemos discutir este e outros resultados finos ligados a propriedade estatisticas de fracoes

continuas num préximo artigo.
Coroldarios do Teorema de Khintchine:

i) Para quase todo o € R, |ov — §| < tem apenas um nimero finito de solugoes 2 € Q,

2log

—— tem apenas um numero finito de solucdes racionais %, para

e portanto |a — L| < -

todo £ > 0. Em particular ord @ = 2 para quase todo o € R (onde ord « := inf{v >

0o — B < -7 tem infinitas solugoes £ € Q}).

ii) Para quase todo a € R, |a — —| < tem infinitas solugbes racionais p/q, e portanto,

2log
para todo k € R, |ar — E| < o -1 tem infinitas solugoes LeQ
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2 O Teorema de Khintchine n-dimensional

Teorema 2.1: Sejam f1, fo,..., fn: N — R fun¢oes decrescentes e F: N — Rt dada por

F(k) = fi(k)fa(k)... fu(k). Seja o = (ay,...,q9,...,0,) € R*. O sistema de aproximacao

simultaneas
|a—&|<M, 1 <i<nétal que (%)
q q
a) Se) ~  F(g) < +ocentdo (*) tem apenas um nimero finito de solugdes (%, B2 %) €

@, para quase todo v € R"®

b) Se Z;il F(q) = 400 entdo (*) tem infinitas solugdes (%, e %) € Q" para quase todo

a e R,

Dem:

Dem. de a): Dado ¢y € N, consideremos o conjunto

-U U H (pz filg q' n fz'((;J)> ,

q>qo 0<p1,....pn<q t=1

que ¢ o conjunto dos « € [0,1)" tais que a desigualdade (*) do enunciado do Teorema tem
alguma solugdo com ¢ > gy (e logo [,y S(q) €é o conjunto dos o € R" tais que (*) tem

infinitas solugdes (£, ... B2) € Q). Temos m(S(q)) < D e 4 (2”; 9y — gn > Fla), que

tende a 0 quando ¢ tende a oo, pois Y 2, F'(q) converge. Portanto, m((, < S(q)) = 0.
Dem. de b): Primeiro obtemos fun¢oes decrescentes g1, go, . . ., go: N — RT tais que lim £ 7 E ; =
q—so 't

0eG =gi1,92,...,9,: N = R" satisfaz liglo qG(q) =0e Zq:l G(¢q) = +oo (podemos tomar
Gi(k)=(F(L)+ F2)+---+ F(k))*- }?’(k) e G(k) = (G1(1) + G1(2) + - - + G1(k)) *G1(k),
Vk € N. Teremos GGy e G decrescentes, G (k) < 1/k, kG(k) — 0, G, (k) = 0o, XG (k) = o0, e
definimos g;(q) = fi(q) - (G(q)/F(2))"").

Fixemos agora ¢y € N grande e definimos sy = s¢(go) = min{s € N|G(qo) +G(qo+1)+---+

G(s) > ¢}, onde ¢ é uma constante que escolheremos posteriormente. Note que lim, o sola)

—+00.
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Para cada s com ¢y < s < s¢p vamos estimar o nimero de (%1, 2o %”) eQ" comr; € Z,
1 <1< n,0<r < s tais que existem g com ¢y < ¢ < S, p1,P2,...,Pn € Z, 0 < p; < ¢
satisfazendo
i Pi < 9i(q) + gi(5)7 v
s q q s

Temos que, como cada g; é decrescente, (**) implica

1=1,2,...,n. ()

|riq — pis| < 2qsgl( %) =2sgi(q), 1=1,2,...,n
q

Para um tal (%1, . %") que nao satisfaz (**) para nenhum ¢ com ¢y < ¢ < 8, p1,...,Pp O
bloco [T}, (r—; — @, ot @) sera disjunto de todos os blocos associados a (% . %) Vq

com gy < q¢<s,Vp1,...,pn € Zcom0 < p; <gq.

A\ k
Lema 2.2: Para todo k € N existe ¢, > 0 tal que 2?21 (#) > cpn.

Dem: Para k = 1 segue de

R d
gggonz*” = lim -y YA

q:l d|q

pois Y oo, m2 el B = Dl M =l,ed = ”—62. Como h(x) = z* é convexa para
Nk Nk
k> 1, temos + 37, (@) > (% > i1 @) , donde segue o resultado (com Cj, = (%)k)
[

Se qo < ¢ < s, o nimero de solugoes de |r;g — p;s| < 2sg;(g) com 0 < p; < ¢, 0<r; <sé
no maximo 4sg;(q) desde que mdc(r;, s) = 1. De fato, nessas condigoes r;q — p;s nao se anula,
senao teriamos % =, que ¢ uma fragio irredutivel de denominador s > ¢, absurdo. Seja
d = mdc(s,q). Dado k € Z, a equagdo diofantina rq¢ — ps = k s6 tem solucao de d|k, quando
tem d solucoes com 0 < r < s. Portanto, 0 < rq¢ — ps < x (resp. —x < rq — ps < 0) tem

no maximo d|%| < x solugdes (p,7) com 0 < 7 < s, o que claramente implica a afirmagao.
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Portanto, o ntimero de solugoes da desigualdade acima para todo ¢ com 1 <7 < n é no maximo
4"s"G(q). Por outro lado ha ¢(s)™ pontos (’“—;, ce %”), 0<r;<s mde(r,s)=1,1<i<n.
I[sso nos dé a estimativa do ntiimero de novos blocos disjuntos dos anteriormente considerados
que tém denominador s de pelo menos ¢(s)™ — 4™s" Z;;;O G(q), e para o volume da unido dos

blocos disjuntos adicionados até o denominador sy de pelo menos

i — 4y nZG 2nG

=2k Z (@)TLG(S) - 8" Z (Z_: G(q)) G(s
Por outro lado, com so = min{s > g, Y-,_, G(q) > ¢}, temos
S0 (p(S) n B so—1 s 90(]) n 50 90(]) n
gq:o ( . ) G(s) = gq:o(a(s) —G(s+ 1))2 (T) + G(sg)ngo (T)
> 37 (G(s) — G5+ 1)) (65 — d0) + Gls0) (enso — )
— S G(s) — (1 - en)asGlan)

=c,¢+¢; ondee; — 0 quando ¢y — o0
(pois lim ¢yG(qo) = 0).
qo— o0
Por outro lado, 8" 3% (z;;}mc:(q)) Gs) < 8730, Gls) < 8"E( + =) onde , =
G(sg) — 0 quando gy — co. Assim, nosso volume é, pelo menos, 2"(c,¢ + ;) — 8"¢(¢ + €39).
Tomando ¢ = ;%7 temos que, se g € suficientemente grande (e logo €, e eo suficientemente
pequenos), o volume de A(q) é pelo menos ¢2 /23, onde

U U H(]%_ gi (]i_i_gi;Q)).

¢>90 0<p1,....pn<q 1=1

Como A(q) D A(g+ 1), Vq € N, temos m(Ax) >
(B1, B2, - - -, Bn) € Aso, [Bi— 5
Como m(Ay) > 0, dado £ > 0 existe cubo Q) = Hi:1[6i= bgl], CeNbeZ,0<b <C tal
que m(Aw NQ) > (1 —e)m(Q). Se T: R* — R™ é dada por

>0, onde Ay = (N,cn Alg). Se 8=

< @, i=1,2,...,n tem infinitas solucoes( L pql,...,%") e Q.

1527 2"

T(Xl, e 7Xn) - (CX]_ - b]_,CX2 - bg, .. ,CXn - bn),
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temos T(Q) = [0, 1]" e m(T(QNAy)) > 1—e. Além disso, se @ = (v, g, ..., ) € T(QNA),
a=T(B), B=(B1,...,81) € AxNQ, e portanto |F; — &

infinitas solucoes (%, %2, ) ..,”T;‘) € Q", donde |o; — %| < Gui0) (e logo |a; — %| < @) tem

<@,paratodoizlﬂ,...,ntem

q
infinitas solu¢oes

(0 ) < (s Oty | Cnmb) g,
g q q q q q

e como ¢ > 0 pode ser feito arbitrariamente pequeno esta provado o item b). [
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Apéndice: Aproximagoes diofantinas nao-homogéneas

Proposicao A.1: Se a € R\ Q entdo X = {m + najm,n € Z} é denso em R.

Dem: Dado £ > 0 existem p, g inteiros com > 1/¢ tais que |a—§| < q% =0<|ga—p| < % < e.
Dado = € R existe k € Z tal que x estd entre k(qa—p) e (k+1)(ga—p), donde |z —k(ga—p)| < €.
Como k(qo — p) = —pk + gka € X, o resultado estd provado. [ |

O proximo resultado, devido a Kronecker, estende a Proposicao A.1 para dimensao qualquer.

Proposicao A.2: Seja a = (aj,ay,...,q,) € R*. Suponha que 1,qy,...,a, sejam linear-
mente inependentes sobre Q (isto é, k+mja;+meay+- - -+my,a,, = 0 com k,my, ..., m, € Zim-
plicak =my =---=m, =0). Entdo X = {ka+mie; +maoes+- - -+myeylk, my,...,m, € Z}
é denso em R", onde e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) sao os elementos da base canonica

de R™.

Dem: Seja X C R” o fecho de X, e V C X um subespaco vetorial maximal de R” contido em

X. Suponhamos por absudo que V' # R". Seja f um funcional linear ndo nulo de R”.

Seja V+ o complemento ortogonal de V, e seja 7: R* — V+ a projecao ortogonal sobre V.
Para todo z € X, 7(x) € X, pois n(z) = 2 + (n(x) —z), 7(x) —x € C C X e X é invariante
por adi¢ao (pois X também é).

Seja k = dim V*+. Escolhemos vetores e;,, €;,, ..., €;, tais que 7(e;, ), 7(e;,), - .., m(e;,) geram
VL. Se fizermos ey = «, para todo i = 0,1,...,n escrevemos 7(e;) = Zle Aijm(ei;). Nao
podemos ter \;; € Q para todo 7, senao podemos definir um funcional linear f da seguinte forma:
dado x € R™ escrevemos 7(z) como Zle Bim(ei;), e tomamos f(x) = B1. Se A\ = f(e;) € Q
para todo 7, terfamos Aoy = f(a) =D " oif(e;) = >0 Ay € Q, contradizendo a hipdtese

da proposicao.

Seja entdo iy tal que \j;1 ¢ Q. Tomamos v = (i1, - - -, Aigk) € RF. Como observamos na

introdugdo deste artigo, existem x, = ¢,7 — (P1n, P2ny - - -, Pkn) 7# 0, COM Gy, P1ny - -+, Pkn € Z

. ) _ k .
e lim |z,| < lim |g,| Y¥ = 0, e portanto, se w, = ¢,7(e;) — > j—1 Pinm(ei;), lim w, =0 (e
n—o0 n—oo n—oQ
wy, # 0, ¥n). Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos supor que lim w"| =w €
n—oo I°n

)



S*~1 N VL. Para todo t € R, temos que tw = lim Lwijwn € X, Vn € N. Portanto, como X ¢
n—oo "

invariante por adicdo, o subespaco V = {v +tiw|v € V, t € R} é tal que V C X e V contém

propriamente V', absurdo. [ |
Observacao: A hipétese da Proposicao A.2 é necessaria, pois se existem inteiros k, mq, ..., m,
nao todos nulos tais que k + myaq + -+ + myua, = 0 entao X C {(zy,...,7,) € R*|myz; +

Moy + - -+ myx, € Z}, que é um fechado com interior vazio.

Deixamos para o leitor a prova do seguinte fato: Dado a = (ay, ..., qa,) € R* satisfazendo
a condic¢ao da Proposi¢ao 2, e m € N, definimos {ma} = (ma; — |may|,...,ma, — |ma,|) €
[0,1)". A seqiiéncia {ma} é uniformemente distribuida, isto é, para todo aberto A C [0,1)",
se fa(k) = #{m < kl{ma} € A}, entao klggofA(k)/k = m(A), onde m(A) é a medida de
Lebesgue de A. (Sugestdo: sejam Cp,Cy C [0,1)" dois cubos abertos tais que C estd contido
em um transladado de C} (62 C Ci+v, v € R"). Use o fato de que existem vetores ©
arbitrariamente préximos de v, com v = (qog + p1,...,q0 + Pn)s ¢, P1,---,Pn € Z, € que
{ma} € Cy = {(m —q)a} € Cy — v C C4, se 0 esta suficientemente préximo de v, donde
foo (k) < fe, (k) + |q| = limsup fe, (k) /k < liminf fo, (k) /k).

k00 k—00

76



CAPITULO 5

Os Espectros de Markov e Lagrange

1 Definicoes e enunciados

Seja o um numero irracional. De acordo com o teorema de Dirichlet, a desigualdade

a_8\<
q

— tem uma infinidade de solugoes racionais p/q. Markov e Hurwitz melhoraram este resultado,

a—g‘<
q

tem uma infinidade de

1++v5

provando que, para todo irracional «, a desigualdade

1
V5 - 2

solucdes racionais, e que v/5 é a melhor constante com esta propriedade: para a = 5 e
para qualquer € > 0, a desigualdade | — P < ——=——— tem apenas um numero finito de
q (V5 +¢)g?

solugbes (ver apéndice). Entretanto, fixado « irracional, pode-se esperar resultados melhores,

o que nos leva a associar a cada « a sua constante de melhor aproximacao k(a) = sup{k > 0 |

D
a__

q

tem uma infinidade de solugdes racionais p/q} = limsup, ey (Jg(qe — p)| ) €

1+\/5>:\/3.

< -
kq?

2
Nao é dificil provar que k(a) = 400 para quase todo a € R. Estaremos interessados nos a € R

RU{+00}. Nossa discussdo inicial mostra que k(a) > v/5 paratodo o € R, e k (

tais que k(o) < 400, e, mais particularmente, na imagem da fungao k, isto é, no conjunto
L={k(e) | a € R\Z e k(o) < +00}. Este conjunto é conhecido como o espectro de Lagrange.

Provamos no apéndice uma férmula para k(«): escrevemos « em fragao continua, o =
lag, ai,as,...] e definimos, para n € N, a, = [Qn, Qpy1y Qpgy .- .] €
B =10,0, 1,0 2,...]. Temos entdo k(o) = limsup,,_, . (a, + B,). Isto segue dos resultados

do Capitulo 3.

E interessante observar que se muddssemos um pouco as fungoes envolvidas na definicao do

espectro de Lagrange ele seria um conjunto bastante trivial: se para
f: R — Ry considerarmos o conjunto k() := sup{k > 0 | |a — E| < @ tem infinitas
q

solugoes racionais p/q} entao, caso tenhamos limy,, ¢* f(¢) = 0 entdao a imagem de kf seria
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(0, +00] (ou [0, +0o0], se consideramos sup(@) = 0 neste contexto) e, caso lim, . ¢* f(q) =

+00, entao a imagem de ky seria {+00}.

O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas de numeros reais, e vem
sendo estudado ha bastante tempo. Talvez o primeiro resultado nao-trivial sobre ele se deva

a Markov, que provou em 1879 (ver [Ma]) que L N (—00,3) = {k1 = V5 < ky = 2V/2 < k3 =
V221

5 < ---}, onde (k,) é uma seqiiéncia convergente a 3 tal que k2 € Q para todo n. Assim,

o “comeco” do espectro de Lagrange é discreto. Essa afirmacao nao é verdadeira para todo o
conjunto L. Marshall Hall prova em 1947 ([H]) que L contém toda uma semi-reta (por exemplo

[6,+00)), e G. Freiman determinou em 1975 a maior semi-reta que estd contida em L, que é
253589820 + 283748+/462

491993569 ’
estudo de somas de conjuntos de Cantor regulares, cuja relacdo com o espectro de Lagrange

+00 |. Estes dois ultimos resulados baseam-se fortemente no

tem origem na férmula que apresentamos para k(«), e é o tema principal deste capitulo. Por
exemplo, o resultado que M. Hall enuncia em seu artigo [H] é o seguinte: se C'(4) é o conjunto
de Cantor regular dos reais de [0, 1] em cuja fragdo continua aparecem apenas os coeficientes 1,
2,3 e 4entio O(4)+C(4) = [vV2—1,4(v/2—1)], do qual ndo ¢ dificil deduzir que L D [6, +00)
via a férmula para k(«).

De k(a) = limsup,_, ., (a, + f,) podemos obter a seguinte caracterizagao do espectro de
Lagrange: seja X = (N*)N, o conjunto das seqiiéncias bi-infinitas de inteiros positivos, e o: X —
¥ o shift definido por o((a,) = (@ny1),ez- Se f: X — R ¢ definida por f((an)
ay + By = |ag,a1,a9,...] +[0;a_1,a 3,...] entdo L = {limsup,_,  f(c"0),0 € X}. Outro

conjunto de numeros reais que serda de nosso interesse é o espectro de Markov M, que é igual
a {sup,_,, f(0"0),0 € ¥}. O espectro de Markov tem a seguinte interpretacao aritmética:
M = {(inf(, yyez2 00 |f (@, y)))7; f(@,y) = ax®+bry+cy?, b*—4ac = 1}. Sdo fatos conhecidos
que L e M sao subconjuntos fechados da reta e que L C M. Provamos em [M2] os seguintes

resultados, que pretendemos discutir neste capitulo:

Teorema 1.1: Para todo t € R, as dimensoes de Hausdorff de L N (—oo,t) e de M N (—o0, t)

sao iguais. Se denotarmos essas dimensoes por d(t), temos os seguintes fatos:
i) d: R —[0,1] é continua e sobrejetiva.
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ii)  d(t) =min{l,2- HD(k7'(—o0,t))}
iii) max{teR|d(t) =0}=3

iv)  d(V12) =1

(As afirmagoes iii) e iv) sao conseqiiéncias simples de ii)).
Teorema 1.2: O conjunto dos pontos de acumulacao de L é perfeito, isto é, L' = L".

Teorema 1.3: 0 < HD(M\L) < 1.

Estes teoremas sao baseados na idéia de aproximar partes de M e de L por dentro e por fora
por somas de conjuntos de Cantor regulares de dimensoes proximas. A prova do Teorema 1.1
depende de modo essencial de um resultado sobre dimensoes de Hausdorff de somas aritméticas
de conjuntos de Cantor regulares, que sera discutido na préxima se¢ao, e cuja prova depende

do lema de recorréncia de escala de [MY].

2 Dimensoes de Hausdorff e somas aritméticas de con-

juntos de Cantor de fracoes continuas

Vimos no capitulo anterior que, se K; e K, sao conjuntos de Cantor C? que satisfazem as
hipdteses do lema de recorréncia de escalas, entao vale a formula H D(K,+K,) = min{1, HD(K;)+
HD(K>)}.

Iremos aplicar este resultado a conjuntos de Cantor regulares definidos por restri¢oes da
funcao de Gauss ¢: (0,1] — (0, 1] definida por g(z) = % - %J (cuja relagao com fragoes
continuas é evidente) a determinados dominios de Markov (que serdo unides finitas de interva-
los cujos extremos serdo irracionalidades quadréticas). Para isso, precisamos provar que tais

conjuntos de Cantor satisfazem as hipoteses do lema de recorréncia de escalas, isto é, que nao

sao essencialmente afins.

Observemos inicialmente que qualquer conjunto de Cantor regular de Gauss (nome que

atribuiremos aos conjuntos de Cantor descritos no pardgrafo anterior) contém um conjunto
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de Cantor completo de Gauss, nome que atribuimos ao seguinte tipo de conjunto de Cantor:
A cada conjunto finito de seqiiéncias finitas de inteiros positivos B associamos o conjunto
K(B) = {[0; b1, B2,...] | Bi € B, Vi € N}, que, excetuando os casos triviais onde K(B) é um
ponto, é um conjunto de Cantor regular completo de Gauss. Este fato pode ser provado do
seguinte mod: tomamos duas palavras finitas admissiveis 7, = b1by ... b,by e v = blggl;g ... l;mbl
comecando e terminado em b; que nao sejam ambas copias multiplas do mesmo bloco de
simbolos (aqui os simbolos b; sdo inteiros positivos corespondentes a ramos % — b; da funcao
de Gauss g, que aparecem na constru¢do do Cantor regular de Gauss em questdo K). Se

A1 =biby...b, € 7o = bibs . .. by, entdao o Cantor completo de Gauss K({%,72}) esté contido
em K.

Basta provar agora que nenhum Cantor completo de Gauss é essencialmente afim. Ob-
servemos que K(B) é definido por ¢: (Ugep Is — I, onde I = [0,1] e, para cada € B,
Ig = {[0; B,a],a > 1} e g = 9|1, € o iterado de g definido por ¢5([0; 8, a]) = 1/a.

Sejaxg = [0; 3, 5, 3, ...] o ponto fixo de 1g. Se = (b1, bs,...,b,) e pp/qe = [0;b1,ba, ..., b

— Gn—1T — Pn—1

Pn — Gn¥
reta pela sua férmula) sao as raizes de ¢, 2%+ (¢u—1 —Pn)T —Pn_1 = 0 (ver Se¢ao 3 do Apéndice).

sao as reduzidas de [0; (], entao ¢3(x) , e os pontos fixos de 15 (estendido a

Existe um difeomorfismo ag: I — I tal que ag(rs) = x5 aj(rs) =1 e agothgo aEl é
o agx + bﬂ
- Cp + dﬁ
sobre triangularizacao de matrizes...). Nao ha perda de generalidade em supor que B contém

afim. Além disso, podemos tomar um tal ag da forma ag(z) (isto é um exercicio
dois elementos  de v do mesmo tamanho (i.e., com o mesmo nimero de simbolos), pois, se
nao for esse o caso, podemos considerar etapas mais avancada da construcao de K(B) onde hja
tais elementos. E suficiente agora mostrar que se ag o o' é afim e v tem o mesmo nimero de
elementos que 3 entao v = 3, pois isso implicaria que ag o 1), o a;l nao é afim, donde é uma
x+ . . , . )
—— , cuja derivada segunda é zero apenas num conjunto finito, ou
Cx+D
seja, o oz/)oagl tem uma componente afim (a de 1g), e outra componente cuja derivada segunda

transformacao da forma

é nao-nula em muitos pontos de K(B) (a de v,), o que implica que K (B) ndo é essencialmente

afim. Se ag o, o agl ¢ afim entao oo é um ponto fixo comum de ag o Cﬂ;l e a0 g o agl , €

n—1L — Pn— n—1L — Pn—
portanto a/gl(oo) é ponto fixo comum de ¢z(z) = In A% 7 Pot Py = o 1T~ Pt
Pn — GnT Pn — qn¥
raiz comum dos polindmios ¢,z% + (¢, 1 — Pn)T — Pr1 € Gu® + (Gu_1 — Pn)T — Pn_1 , donde esses

, donde é
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dois polinémios sao iguais (pois sao irredutiveis em Z[z|), donde suas outras raizes coincidem,

ou seja, Tz = x, e portanto J = 1.

Provamos assim o seguinte resultado:

Proposicao 2.1: Se K e K, sao conjuntos de Cantor regulares de Gauss entdo HD(K,+K,) =
min{l, HD(K;) + HD(K,)}. [ |

Outro fato importante na prova de nossos resultados sobre dimensoes de Hausdorff de partes

dos espectros de Markov e Lagrange sera discutido a seguir:

Definigao 2.2: Se 3 = (b1, ba,. .., b,) entdao B = (by,by_1,..., b, b1), e se B é um conjunto de
seqiiéncias finitas entao B' = {§*, 3 € B}.

Se ¢,(3) é o denominador da fragdo continua [0; 5] = [0,b1,...,b,] entdo ¢,(8) = ¢.(8Y).
Este é um fator ja conhecido por Euler, e uma boa referéncia sobre sua prova (que também
pode ser considerada como um exercicio para o leitor) estd no apéndice 2 de [CF]. Como
conseqiiéncia deste restulado e do fato de que os comprimentos dos intervalos da construgao de
um conjunto de Cantor completo de Gauss dependerem essencialmente dos denominadores das

fragoes continuas finitas envolvidas, prova-se a seguinte

Proposicao 2.3: HD(K(B)) = HD(K(B")) para todo conjunto finito B de seqiiéncias finitas

de inteiros positivos. [ |

Corolério 2.4: HD(K(B) + K(B'")) = min{l,2- HD(K(B))}. ]

3 Idéias das demonstracoes dos resultados sobre os es-

pectros

Seja ¥ = Z%, (:¥ — R definida por ((f) = limsup, ., (a, + (,), onde, se 0 = (ax),,

entao a, = [ay;anet1, g2, ---] € Bn = [0;a5_1,a5_9,...] e m: ¥ — R definida por m(f) =
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sup,cz(ay, + B,). Entdo, como observamos no inicio deste capitulo, o espectro de Lagrange é o

conjunto L = {{(d),0 € X} e o espectro de Markov é o conjunto M = {m(#),60 € ¥}.

A prova dos resultados sobre a funcao d(t) baseia-se, como mencionamos no inicio deste
capitulo, no fato de que podemos aproximar por dentro e por fora pedacos dos espectros de
Markov e Lagrange por somas de conjuntos de Cantor regulares de Gauss com dimensoes
de Hausdorff proximas (em geral essas somas serdo do tipo K(B) + K(B!), e usaremos a
proposi¢ao acima). A principal ferramenta que usaremos na construcao de tais aproximagoes
serd o seguinte lema técnico, cuja prova (assim como os detalhes da prova dos teoremas deste

capitulo) se encontra em [M2]:

Lema 3.1: Para cadat > 0e e > 0, seja X(t) = {8 € ¥ | m(8) < t}, e seja N.(t) o
nimero de seqiiéncias finitas « tais que o intervalo I(«) = {z € [0,1] | z = [0; e, y], ¥y > 1}
tem comprimento maior ou igual a € e « aparece como subseqiiéncia de algum elemento de

log N..(t

$(t). Definimos D(#) = lim,_,p — 28 ()
loge B

C N.(t)Ns(t), Ve, 6 > 0). Entao, dado 7 > 0 existe § > 0 e um shift completo ¥ C X(t — 0)
com HD(X,,d) > D(t) —7,onde ¥, =Z%, ¥, =%N%,,ed: Ly x B, — R é a distancia

definida por d(6,0") = |[I(0 A §')|. |

(o limite existe pois existe C' > 0 tal que N.4(t) <

A idéia da prova de que L' = L" é criar conjuntos de Cantor regulares de Gauss usando
seq”uéncias finits que aparecem infinitas vezes nas fracoes continuas das preimagem por k de
uma seqiiéncia convergente de pontos de L. A imagem por k£ do Cantor de Gauss gerado
por, digamos, duas seqiiéncias dessas fornecera um conjunto de Cantor contido em L proximo
ao limiteda tal seqiiéncia. Aumentando o comprimento das seqiiéncias finitas consideradas

obtemos o resultado.

Para estudar o complementar do espectro de Lagrange em relagao ao espectro de Markov,
primeiro mostramos que M\L contém conjuntos de Cantor regulares préximos a

O = [2;1,1,2,2,2,1,2] +[0;1,2,2,2,1,1,2,1,2] = 3,293044265 ..., que Freiman provou ser

um ponto de acumulacio de M\L (ver Capitulo 3 de [CF]) (as barras superiores indicam
periodo nas fragoes continuas pré-periddicas acima), com um argumento semelhante a prova de

L'=1L". Aprovade HD(M\L) < 1 é mais técnica e delicada, e depende da anélise de restri¢oes
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a seqiiéncias finitas que podem aparecer nas fracoes continuas de elementos de conjuntos de

Cantor cuja imagem por k esteja contida em M\L. Veja [M2] para detalhes.

4 Espectros de Markov e Lagrange dinamicos

As caracterizagoes em termos de shift 3 e das fungoes £ e m dos espectros de Markov e Lagrange
admitem uma generalizacao natural no contexto de dinamica hiperbdlica: seja ¢: M? — M?
um difeomorfismo, A C M? um conjunto hiperbdlico para ¢ e f: M? — R uma funcio real de
classe C?. Podemos definir espectros de Markov e Lagrange dinamicos associados ao par (f, A)
como segue: L(f,A) = {limsup,_, . f(¢"(x)),x € A} e M(f,A) = {sup,¢; f(¢"(2)), 2 € A}.
E possivel provar de um modo andlogo ao que descrevemos neste capitulo que para conjuntos
abertos de (f,¢) (que contém abertos densos de {(f,¢) | ¢ preserva drea } a funcao d(t) =
dra(t) = HD(L(f, A)N(—00,t)) coincide com HD(M(f, A)N(—o0,t)), é continua e sua imagem
é o intervalo [0, min{1, HD(A)}|. Genericamente, nesses casos, o ponto t; = inf{t € R | d(t) =

1} pertence ao fecho do interior de L(f, A) C M(f, ).

Vale notar que o resultado nao é verdade em geral para ¢ dissipativo, pois h& conjuntos
abertos de contraexemplos onde d(t) tem um ndmero finito de descontinuidades, e sua imagem

¢ uma uniao finita de intervalos nao-degenerados.

As demonstragoes desses ultimos resultados aparecerdo em [M3].
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Apéndice: Conjuntos de Cantor Regulares e Dimensoes Fractais

1.0 Conjuntos de Cantor

Normalmente as pessoas ouvem falar no “Conjunto de Cantor” antes de ouvir falar em
“conjuntos de Cantor” em geral. O conjunto de Cantor é um engenhoso exemplo de um sub-
conjunto da reta que é compacto, nao-enumeravel e totalmente desconexo, que serve como fonte
de exemplos interessantes em analise e topologia. O Conjunto de Cantor, que denotaremos por
K, pode ser definido de varias maneiras. Por exemplo, K é o conjunto de todos os nimeros
do intervalo [0, 1] que podem ser escritos em base 3 utilizando apenas os algarismos 0 e 2, ou

OOO—n

seja, K = {Z

n—1 3" ’
descrevendo explicitamente seu complementar: tomamos o intervalo [0, 1], retiramos seu terco

o, € {0,2}, Vn € N}. Outra maneira de descrever o conjunto K é

1 2
central <§, §> e obtemos dois intervalos fechados: |0, 3 e 3’ 1|. Retiramos os tercos cen-

1 21 27 8
trais desses intervalos e obtemos quatro intervalos fechados: [0, 51, {5, gl, {g, 51 e {5, 1}.
Continuamos o processo, sempre retirando os tercos centrais dos intervalos restantes. Os pon-
tos do intervalo [0, 1] que nao pertencem a nenhum dos intervalos retirados formam o conjunto

de Cantor K. Notemos que, na n-ésima etapa da construcao de K sobram 2" intervalos de

comprimento 1/3" cada, cuja unido contém K. Isso implica que K tem medida nula.

A terceira construgao do conjunto K que mostraremos a seguir é de particular importancia
para nés, pois serda generalizada para definir conjuntos de Cantor regulares ou dinamica-
mente definidos. Consideremos a funcao : [0, %] U E, 1] — [0,1] definida por ¢(x) =

3z se |0, 1
3

9 . O dominio da funcao ¢ é a primeira etapa da construcao anterior do
3r—2sex € [3,1]

conjunto K. Se denotarmos

Y oo---01 por ", temos que ¢" nao esta definida para todo x. Por exemplo, se n = 2
——————

n vezes
e x = 0,2, temos que ¥(z) = 3z = 0,6, que nao pertence ao dominio de v, donde 1*(0,2) nao

estd definido. Podemos caracterizar o Conjunto de Cantor K como o conjunto dos z € [0, 1] tais

que " () estd definido para todo natural n, ou seja, K = J,~ ;1% "([0,1]). Podemos observar
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que ¥~"([0, 1]), ou seja, o dominio de 9™ coincide com o conjunto obtido na n-ésima etapa da

construcao anterior.

K ¢ claramente compacto, pois pela segunda construcao, por exemplo, seu complementar
é aberto. Além disso, K é nao-enumeravel, o que segue do fato de que a primeira construcao
fornece uma bijegao entre K e {0,2}Y, que de fato é um homeomorfismo, se dotarmos {0, 2}"

da topologia produto.

Em geral dizemos que um conjunto de Cantor é um espaco topoldgico homeomorfo a K.
Nosso principal interesse serd nos conjuntos de Cantor contidos na reta real, que podem ser

caracterizados como os compactos de interior vazio sem pontos isolados.

Em geral, espacos métricos (ou metrizaveis) compactos, totalmente desconexos (i.e., cujas
componentes conexas sao os pontos) e sem pontos isolados sao conjuntos de Cantor (i.e., sdo
homeomorfos a K). Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor. (Sugestao: dado
um conjunto como acima, tente decompo-lo como uma uniao disjunta de abertos e fechados com
diametro menor que a metade do diametro original, repetir o processo e usar isso para reduzir
o problema ao caso de subconjuntos da reta. no qual é possivel construir homeomorfismos

mondtonos razoavelmente explicitos).

1.1 Conjuntos de Cantor regulares

Mencionamos que a terceira construcao que exibimos para o conjunto K, que o caracteri-
za como o maximal invariante pela fungao v no intervalo [0, 1] é de particular interesse, pois
caracteriza K como um conjunto de Cantor dinamicamente definido. Vamos discutir informal-
mente algumas propriedades dos conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, ou regulares
(que serdao nosso assunto principal) antes de defini-los mais precisamente. Uma propriedade
fundamental do conjunto de Cantor K ¢é a sua auto-semelhanca: pequenas partes de K sao
copias reduzidas de todo o conjunto K. De fato, dado © € K e ¢ > ( existe um subconjunto
aberto e fechado de K contendo z e de diametro menor que € que é semelhante ao conjunto K
(por exemplo uma pega de uma etapa avancada da construcao de K que contenha o ponto x).

Esta semelhanca serd dada por um certo iterado da funcao afim expansora 1.
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Os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, ou regulares, sempre apresentam um certo
tipo de auto-semelhanca: pequenas partes deles sao difeomorfas ao conjunto todo, ou a partes
grandes dele, com distorcao uniformemente limitada. Assim, aspectos locais desses conjuntos
nao diferem muito de aspectos globais. Este tipo de propriedade é a principal caracteristica dos
conjuntos de Cantor regulares, e esta ligada ao fato desses conjuntos, por defini¢ao, serem carac-
terizados como maximais invariantes de fungoes diferencidveis expansoras (as quais suporemos

de classe pelo menos C'**€).
Vamos passar a defini¢oes mais precisas:

Sejam I,Iy,15,...,I;, C R intervalos fechados tais que os intervalos I;
1 < 5 < k sao disjuntos e I é o fecho convexo de I1 U I, U --- U Iy, e seja
: [, U, U---UI, — I uma funcio expansora de classe C'*¢ para um certo ¢ > 0, isto
é, ¢ é de classe C', |¢'(x)| > 1 para todo z € I; UL, U---U I e existe C > 0 tal que
|V (z) — Y (y)| < Cle —y|* Va,y € ULy U---UI;. Suponhamos ainda que para todo j
com 1 < j <k, 9(I;) é o fecho convexo de uma unido de intervalos I;, e que, para n € N

suficientemente grande, ¢"(1;) D 1 U, U---U .

Dizemos que o conjunto de Cantor regular K = K, associado a funcao v e & particao de
Markov (I, Is,...,I;) é o conjunto dos = € I tais que ¢"(z) estd definido para todo n € N,
isto é Ky = [,en ¥ (L1 U---UI). Se 1) é de classe C", com 1 < r < oo, dizemos que K ¢é

um (conjunto de) Cantor regular de classe C".

Como indicamos na defini¢ao acima, o conjunto dos intervalos I; com 1 < j < k é denomi-
nado a particao de Markov de K. O conjuntos I; U I, U --- U I} serd chamado de dominio de

Markov de K, e pode ser visto como a etapa inicial da construgao de K.

Para entender melhor a estrutura do conjunto K podemos considerar a matriz de transi¢ao

B = (bij),., associada a uma particio de Markov (I,..., 1) e a uma fun¢ao ¢ como acima

1, se (I;) D I;
definida por b;; = . A condicao diz que ¢™(I;) D I, U---U I} para

0, se w(Iz) N Ij =g
todo n grande equivale a todos os termos de B" serem estritamente positivos se n é grande. A

uma tal matriz B podemos associar um shift de Markov mizing de tipo finito, isto é, o conjunto
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Sp=1{0=(01,02,...) C{1,2,....k}" | byg., =1, Vi € N}, no qual estd definida a funcio
shift unilateral o: ¥y — X, por o((01,02,0s,...)) = (02,03,...), isto &, o((0:), ) = (Oir1);0y -

Veremos que hd uma identificagdo natural entre o par (K1) e o par (Xp,0) (de fato um
homeomorfismo que conjuga as dindmicas). Para cada palavra finita ¢ = (ay,az,...,a,) €
{1,2,...,k}"™ dizemos que g é uma palavra de X5 se existe algum elemento de X5 que comega

por a, ou, equivalentemente, se b = 1parat = 1,2,...,n — 1. A uma tal palavra a

aiai1
associamos o intervalo I, = I, N~ (I,,) N2 (Iy,) N+~ Ny~ (1, ), e a condicdo a ser
uma palavra de X equivale a I, ser nao-vazio. Por outro lado, a expansividade de v faz com
que o comprimento |I,| do intervalo I, seja exponencialmente pequeno se n é grande, isto é,
existe A < 1 tal que para todo a € {1,2,...,k}" que é uma palavra de Xy (de tamanho n),
|1,] < A"|1].

Dado 8 = (64,0s,...) € Xp, para cada n definimos g = (01,05, ...,0,). Note que o &
sempre uma palavra de Xz . Podemos definir uma funcao h: Xy — K definida por {h(8)} =
Muen Ly, isto €, h(€) é o dnico ponto que pertence a Iym para todo n € N. Nao ¢ dificil
verificar que h é um homeomorfismo, e que 1y o h = h oo, isto é, h é uma conjugacao entre o e

Y. Se x = h(#), dizemos que @ é o endereco do ponto x.

1.2 Distorcao limitada e geometrias limite

Vamos agora provar uma proposi¢ao de grande importancia, segundo a qual conjuntos de

Cantor regulares tém a propriedade de distor¢ao limitada:

Proposicao A.1l: Seja K C R um conjunto de Cantor regular, definido por uma funcao
expansora ¢ € C'*¢ como acima. Dado § > 0 existe C'(§) > 0 fungdo decrescente de J com

lims_,o C(6) = 0 tal que para todo z,y € K satisfazendo

i) [p™(z) ¢yl <0

ii) O intervalo [¢7(z), 17 (y)] estd contido no dominio de Markov I; U---U I} para 0 < j <n
temos log [(¢")'(y)| — log[(¢")"(x)| < C(6).
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Dem: Se 0 > 1 ¢ tal que [¢'(t)| > o para todo ¢ no dominio de Markov, teremos [¢’(y) —

Y (z)] < ol - § para 0 < j < n, donde

| Tog |(v")' (y)| — log |(¥")'( Z log |4/ (¢ (y))| — log |[v' (¥ ()],

e, como ¢’ (e também log|y’|) é de classe C%, existe C' > 0 tal que |log|¢)'(s)| — log |¢'(t)| <

C|s — t|* para s, t no dominio de Markov, donde as expressoes acima sao majoradas por

—

¢ (0777 6) < ehf - Z o ™ = cf -

0 m=1

0_—5

1—0*5'

<.
Il

Uma maneira de reformular a proposi¢ao acima com significado geométrico mais evidente é
dizer que se x, y e z pertencem a um mesmo intervalo I, da n-ésima etapa da construcgao de

K entao
ozl _ [9"(z) — ¢t ()
Iy—xl [ (y) — ()

onde ¢ = ¢(|I|) é uma constante. Além disso, se " (x), 1" (y) e ¢¥"(2) estao proximos, ¢ pode

<okt

ser tomada pequena. Isto significa que distancias relativas numa escala microscopica sao no
maximo distorcidas por um fator constante em relacao a distancias relativas correspondentes

numa escala maior, e cada vez menos distorcidas se diminuimos o tamanho da escala maior.

Vamos agora introduzir o conceito de geometrias limite de um conjunto de Cantor regular,

que dao informacoes mais precisas sobre a estrutura local de um conjunto de Cantor regular.
Para isto, seja K um conjunto de Cantor regular e X5 seu shift de Markov associado. Vamos
considerar o shift dual associado a ¥, denotado por X5, dado por X5 — {0 = (gn)ngm fo,0:4, =
1,Vi< 0} C{1,2,...,k}2"
Dados # # 0 em Y3, definimos 8 A 8 como (0_p, 0y, ...,0) € {1,2,...,k}**, onde n é
tal que 9:]- =0 jpara0<j<ne 0 . 1 #0_,_1, e equipamos X5 com a seguinte distancia:

5 1 se 6 0,
a(0.9) = o # O

[1yrgl, caso contrério
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Dado 8 € ¥ e n > 0, definimos §" = (0_,,...,6), e B(8") como sendo a funcao afim
que leva Ign em Iy, tal que o difeomorfismo k% = B(0") o fy» preserva orientagao, onde fyn :=
" -1
W"],,.)
Com essas definigoes, k2 ¢ um difeomorfismo de Iy, em Iy, , e a imagem de K N Iy, por k&

¢ uma copia ampliada de K N Iy .

Com essas notacoes, temos o seguinte resultado, que caracteriza as geometrias limite de um

Cantor regular (ver [Sul):

Proposicao A.2: Seja r € (1,+00), e K um conjunto de Cantor regular de classe C" como

acima, entao:

i) Para cda § € X5 existe um difeomorfismo de classe C" que preserva orientagao k% = I, — Iy,
tal que k¢ converge a k? na topologia C® para todo oo < r. A convergéncia é uniforme numa

C"-vizinhanca de .

ii) Se r > 2 é um inteiro entdo k% converge a k% em Diff’, (Iy,). Além disso, existe C' > 0 tal

que ||k — K2

Ccr—1 S C|]g" |

o1 < C-d6,0), V6,0 € 5. Além

Do item ii) segue que § — k2 é Lipschitziana: ||k% — k|

disso, se r =1+ a, com 0 < a < 1, entao, para

1K = k2|2 < C-d(6,0)°, V6,0 € S

Esta proposi¢ao diz que conjuntos de Cantor regulares tém a seguinte propriedade: se
ampliarmos a interse¢ao de um conjunto de Cantor regular K com intervalos pequenos de sua
construgao, obtemos conjuntos de Cantor difeomorfos a partes fixas de todo o conjunto K (as
intersecoes K N I,, com a € {1,2,...,k}), estando esses difeomorfismos muito préximos da
familia compacta {k%, 0 € ¥} que tem dimensdo de Hausdorff finita por exemplo na métrica

C! (ver a préxima segao sobre dimensao de Hausdorff).

Definimos, para € X5, o conjunto de Cantor K% := k%(K). Os conjuntos K? sdo conjuntos

de Cantor regulares tao diferencidveis quanto K, e sao conhecidos como as geometrias limite
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de K.

Dem: A prova da Proposi¢io A.2 nao é muito dificil. De fato, k2 = B(8") o fp, onde fgn =
(2/)‘[9“)_1 pode ser escrito como ¢, © gn_1 0---0g¢;,onde, para 1 <k <n, g, = gg; Iy, — Iy,
¢ dada por gp = Ay o (1/)‘[(5)71 o A;ly, e 08 Ag: Iy — I, sdo difeomorfismos afins tais que Ay

é a identidade e g preserva orientacao para todo K.

O resultado segue do fato de que os difeomorfismos g, para K grande, estao exponencial-
mente perto da identidade (de modo uniforme em @), nas topologias indicadas no enunciado
da proposicao, e portanto a composicao deles converge exponencialmente nessas topologias. Os

detalhes ficam como exercicio para o leitor. [ |

1.3 Dimensoes fractais
1.3.1 - A dimensao de Hausdorff

Quase todos os conjuntos de Cantor que consideramos neste livro tém medida de Lebesgue
nula. Entretanto, hd medidas mais finas do tamanho de subconjuntos da reta (e, em geral,
de um espago métrico). Comegaremos pelo conceito que serd mais importante para nds: a

dimensao de Hausdorfl:

Se X é um espaco métrico compacto e Y = {Uy,Us,...,U,} é uma cobertura finita de X,
definimos a medida de Hausdorff de dimensao o > 0 associada a cobertura U por m,(U) =
> diam(U;)®, onde
i=1

diam(U;) = sup d(z,y) é o diametro de U;,
m,yEUi

e definimos a medida de Hausdorff de dimensao a de X por m(X) = lim infj| 0 ma(U), onde
U denota uma cobertura finita de X e ||| = maxy ¢y (diamU) é a norma da particao Y. E
facil mostrar que existe um tnico h em [0,4o00] tal que se & < h entao my(X) = +oo e se
a > h entdo my(X) = 0. Esse numero h é, por defini¢do, a dimensdo de Hausdorff de X. A
dimensao de Hausdorff tem algumas propriedades importantes. Uma delas é que, se f: X — X
é Lipschitziana e K C X tem dimensao de Hausdorff d entao f(K') tem dimensao de Hausdorff

menor ou igual a d. Em particular, se X e Y sdo intervalos fechados e f é um difeomorfismo

91



entdo as dimensoes de Hausdorff de K e f(K) sdo iguais. Outra observagao simples é que se

K C R"” tem dimensao de Hausdorff menor que n entao tem medida de Lebesgue nula.

E possivel provar que a dimensao de Hausdorff de conjuntos de Cantor regulares da reta
depende continuamente da dindmica que os define (mesmo na topologia C'), e, no caso da
dinamica ser pelo menos C'1¢, estd sempre estritamente entre 0 e 1, e a medida de Hausdorff

correspondente ¢ finita e positiva no conjunto de Cantor (ver [PT2]).

Podemos definir outra dimensao fractal, a capacidade limite, como segue: Se K é um espa co
métrico compacto, definimos N.(K) como sendo o nimero minimo de conjuntos de Diametro

menor ou igual a & necessarios para cobrir K. A capacidade limite de K é, por definicao,

log N.(K)
log ¢

(mesmo que apenas de classe C'!) entdo sua dimensao de Hausdorff coincide com sua capacidade

d(K) = limsup,_,; — -E possfvel provar que, se K é um conjunto de Cantor regular
limite (ver [PT2]). Também é verdade que, se f: X — Y é Lipschitziana e K C X entao
d(f(K)) < d(K) e que d(K; x Ky) < d(K;) + d(k). Além disso, em geral a dimensao de
Hausdorff de K é sempre menor ou igual a d(K) (as vezes a desigualdade é estrita, como por
exemplo se K = {0}U{1/n, n inteiro positivo}, que tem dimensao de Hausdorff 0 e capacidade

limite 1/2).

Deixamos a prova destas ultimas afirmagoes como exercicio para o leitor.

1.3.2 - Espessuras

Definicao A.3: Um gap de um conjunto de Cantor é uma componente conexa de seu comple-

mentar.

Dado um gap U de um conjunto de Cantor K, associamos a ele os intervalos £y e Dy, que
sao os intervalos a sua esquerda e a sua direita que o separam dos gaps maiores que ele mais

proximos:
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Definimos
| Dyl By

TD(U)_ |U| ) TE( )_ |U|7

7p(K) = inf{7p(U)|U gap limitado de K}, a espessura direita de K;
T5(K) = inf{75(U)|U gap limitado de K}, a espessura esquerda de K, e
7(K) = min{7p(K), 7(K)}, a espessura de K.

Observacao: Dado um conjunto de Cantor K, uma apresentacao de K é uma enumeragao
{Uy,Us, ...} de seus gaps limitados. Podemos definir os intervalos Eyy e Dy como sendo os
intervalos entre U e os gaps de indice menor que o de U mais proximos. No nosso caso estamos
usando a apresentacao pela ordem de tamanho dos gaps, o que maximiza a espessura 7(K).
Veja [PT2].

A importancia das espessuras reside no seguinte resultado, que é uma adaptacao do “gap

lemma”.

Afirmagao: Dados K, e K, conjuntos de Cantor, se 7p (K1) -7g(Ky) > 1e mp(Ky) -mp(Ks) > 1,

entao ou K estda contido num gap de K, ou K, esta contido num gap de K; ou K, N K, # @.

Observacgao: Isso vale em particular se 7(K;) - 7(K3) > 1, que é a hipdtese do “gap lemma”

classico. O gap lemma tal como enunciado aqui fornece mais informagao, como veremos adiante.

Dem: Considere o caso em que nenhum dos K;’s esta contido num gap do outro. Entao existe
um par de gaps encaixados, como nas figuras abaixo (dizemos nesse caso que K; e Ky estao

intercalados)
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Uy

Como 7p(Uy)7(Us) > 1, ou |Dy,| > |Us| ou |Ey,| > |Ui| = existe novo par de gaps como

em b) menor que o par (Uy, Us)

b)
K - / \ 1
1 \ ] 1
Uy
Kp:h { ) |
U

Como 75(Uy)1p(Us) > 1, ou |Ey, | > |Us| ou |Dy,| > |Uy| = existe novo par de gaps como
em a) menor que o par (U, Us).

Em qualquer caso obtemos um par de gaps menor, por exemplo no sentido de que a soma dos
comprimentos dos gaps dos pares decresce, e reaplicando o argumento obtemos uma seqiiéncia

de pares de gaps convergindo a um ponto que necessariamente pertence a K, N K. [

Podemos definir, para p € K, 7j,.(K,p) = limsup7(K N (p —¢e,p+¢)), e analogamente
(7D)10c (K, p) € (TE)10c(K, p). Para conjuntos de Carig)or dinamicamente definidos, 7,.(K, p) ndo
depende de p (ver [PT2]), e a mesma prova mostra que (7p)ioc(K,p) € (Tr)oc(K,p) também
nao dependem de p. Vamos, portanto, denoté-los por 7io(K), (Tp)oc(K) € (T)oc(K) (as

espessuras locais de K).

A afirmacgao acima implica que se (7p) (K1) - (7e)(K2) > 1 e se (1u)(Ky) - (7p)(K2) > 1

entao K; — Ky contém intervalo.
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Como conseqiiéncia, se (7p)ioc(K1) - (TE)10c(K2) > 1 € (TE)10c (K1) - (Tp)oc(K2) > 1 entdo

K, — K5 contém intervalo. Para este ultimo resultado necessitamos desigualdades estritas.

De fato, no exemplo de Sannami de um conjunto de Cantor dinamicamente definido K com

MK —K)>0eint(K — K) =@ temos 7o (K) = 1.
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